Dérivabilité - Point de vue graphique - corrigé
pagel /7
En préalable : des outils pour les lectures graphiques de nombre dérivés

1) compléter le tableau suivant : ( f fonction définie sur un intervalle ouvert contenant un réel noté a )

le nombre dérivé | ce qu’il représente en termes .. ) ) .
L. L. . ce qu’il représente pour la courbe C représentant la fonction f
qui existe de limite pour la fonction f
/ i fla+h) - f(a) f'(a) : coefficient directeur de la droite T4 tangente a Cy en son point A
‘f(a) hlir%) d’absci . e, — 1 . — / v
abscisse a ; T4 dirigée par u £(a) soit par v = i + f'(a) j
i y fla+h) - f(a) fl(a) : coefficient directeur de la demi-tangente Ty a droite & Cy en son
(a im ——————~ 1
g point A d’abscisse a ( pour x > a ) ; Ty dirigée par u (f’( )>
" (a
@ | Fla+h) — f(a) f;(a) ; coefficient directeur de la demi-tangente T, & gauche & C'y en son
a im 1
! R <o h point A d’abscisse a ( pour z < a ) ; T, dirigée par < I ))
—f(a
g
Quel est le lien entre les trois nombres dérives f'(a) , fy(a) et f(a) ?
['(a) existe si et seulement si f/(a) et fj(a) existent en étant égaux et alors : f'(a) = f;(a) = fj(a)

Dans cette situation f est dite dérivable en a
2) Le plan est muni d’un repére (O, 7, 7) . On suppose que Cy posséde une droite tangente 7" en un point A d’abscisse a :

2-1 Quel est son coefficient directeur ? f/(a)

A &P
2-2 En connaissant un deuxiéme point B de la droite tangente T' comment peut-on calculer le nombre dérivé f/(a) ? 2, ’;7
math - lycée
- . . , Lo AU YB — YA %/
= (AB) et T de coefficient directeur f’(a) donc : f'(a) = e o
Az x B—TA b 2 \/‘t\

2-3 Quelles sont les coordonnées du vecteur directeur de T' qui a pour premiére coordonnée ?

1 -1 3 -2
leréel 1 ?: uy s —leréel =17 : ug c—leréel 37 : ug s —leréel =27 : uy
— le rée ug (f’(a)) ; — le rée u2(—f’(a)> ; — le réel 3 U3< f’(a)) ; — le rée U4<_2f/(a)>

Ecrire ensuite chacun de ces vecteurs comme combinaison linéaire des vecteurs 7 et 7
— — — — — — - —
=1 +f] ; m=-1-f(] ; W=37+3f] ; W=-272f(a)]

2-4 En déduire une deuxiéme méthode permettant graphiquement de donner la valeur numérique de f’(a) en utilisant un des
vecteurs directeurs de T :

2 . — LN 2.
f'(a) est la seconde coordonnée du vecteur directeur u; de T dont la premiére coordonnée vaut 1

N A 5 . . . — . . — ., . . — .
D’ott la méthode : déterminer graphiquement un vecteur directeur v” de T puis construire le vecteur ui colinéaire & v" qui a pour
. , . — . A — A N
premiére coordonnée 1 (il se peut que le vecteur v soit d’entrée le vecteur u; ) . Le nombre f/(a) est alors égal a la seconde

2 —
coordonnée de ce vecteur uq .

‘ exercice 1 ‘ La figure ci-contre donne , dans un plan muni d’un repeére (O, 7 7) , la représentation graphique C'y d’une

)

fonction f dérivable sur R . La figure met aussi en évidence les droites tangentes & C'y en chacun de ses points A , B, C , D , E .

1) f'(-1) = f'(5) =0  —1 et 5 sont les abscisses respectives des points B et D situés sur Cy. . En chacun de ces points

B et D, la courbe Cy admet une droite tangente parallele a I'axe (Ox) .
D’autre part : les droites tangentes & Cy en B et en D ont respectivement pour coefficient directeur f’(—1) et f’(5) et toute droite

paralléle a Paxe (Oz) a le réel 0 pour coefficient directeur . Donc : f'(—1) = f/(5) = 0 est vrai .
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2) valeur de f'(—4)

page 2 / 7

—4 est I'abscisse du point A

de C; et la droite tangente T’y . o
A WA
55 §
a Cyen Aest (AI) . Son S et eie”
) X
coefficient directeur est f'(z4) . ,

Ay Yr-ya
D’ou : f’ ==
ou: f'(za) Ar  xr_xp
3—0
1 M / —4 = ——
soit : f'(—4) g vy

valeur de f'(2)

N W

2 est ’abscisse du point C

de C' et la droite tangente T¢ B s A A \
-1

a Cyen Cest (CI). Son

coefficient directeur est f/(z¢) .

Ay yo-yr
d o === =
onc : f'(z¢) Ae " zoa; »
1-3 1
it: /(2= ——— = —=
soit : f'(2) ) 5

3) valeur de f'(8) 8 est Pabscisse du point E de Cy et la droite tangente Ty & Cy en E , de coefficient directeur f'(zg) , est

L — 1 : . N - (2
dirigée par le vecteur v Fraw) ) Graphiquement on obtient : T dirigée par w =24 + 3 j soit par u NE
IE
1
1 5 X 2 1
Un autre vecteur directeur de Tg est 57 soit —u | 3 | . La premiére coordonnée de ce vecteur étant égale a 1 ,
- x3 9
2 2

3
sa seconde coordonnée est le coefficient directeur f'(zg) demandé . Par conséquent : f'(zg) = 3 soit : f'(8) =

exercice 2|

Le plan est muni

d’un repére (0,7,7) .
La figure donne la
représentation
graphique Cf

d’une fonction f
définie sur [—5,4] et
met en évidence des

droites tangentes & Cf

(‘en chacun de ses 5

points B,C ,E | F)

et des demi-tangentes )
>- math - lyeée(

X 2 {
a Cy ( en chacun de aMy v
T A=)

ses points A , D, G ) .

http://www.math-lycee.com Dérivabilité - Point de vue graphique - corrigé


http://www.math-lycee.com

1

v s dans s 1 (7)1 (1) (27 (f) FEARTE —
“(as) (4),1(;) 1(5) e (an) (1)

1) Peut-on trouver deux valeurs de réel a tels que : a € [-5,4] et f (a) =07

En chacun de ses points C' et E , la courbe Cy admet une droite tangente paralléle a 'axe (Ox) .
D’autre part : — les droites tangentes & C'y en C' et en E ont respectivement pour coefficient directeur f'(z¢) et f'(zg)
— toute droite parallele a I'axe (Ox) a le réel 0 pour coefficient directeur . i

Donc : f'(z¢) = f'(zg) =0 avec : xc:f2.5:fg etzgp =2. D'ou: f’(fg):f’(2):0.

0 i P AR
V N, 1

5 /
—3 et 2 sont donc deux valeurs de réel a de lintervalle [—5, 4] vérifiant f (a) =

2) f'(=4) ? —4 est 'abscisse du point B de Cy et la droite tangente & Cy en B de coefficient directeur f'(zp) est : Tp = (BI) .

Y Ay yrys . . 4-25 15 3
Donc : f'(zp) = A 2ig soit : f'(—4) = f_(igg (_h4)> 7f(1 5; 1.5 = 3
— + — —

3) valeur numérique de la limite suivante : lim
h—0

h >0

h

—5 est I'abscisse du point A de Cy et la demi-tangente & droite a Cy en A , de coefficient directeur f)(z4) , est : Ty = [AH) .

iV AY oy —ya ~3-05 25 __ 5
Donc.fd(xA)—A—x—msmt.fd(—5)—_4_7(_5)—T—2.5—5.
f(=5+h) = f(=5) f(=5+h) - f(=5) _5

D’autre part : f/(—5) = lim Donc : lim =

=0 h : h—0 h 2
h >0 h >0
2f(4+h) —
4) valeur numérique de la limite suivante : llrr(lJ w
h <0
2f(44+h)—9 9
NI (CEa) R B S A GG R ( () R (O BT
h=0 2h T w0 2h T oRZo h T owlo h ’ 9
h <0 h <0 _ h <0 h <0
2
4 est I'abscisse du point GG de C et la demi tangente & gauche a Cy en G, de coefficient directeur f,(zg) , est : Tg = [GL) .
Ay _ye—yL . 45— (-15) 6
D ! =72 soit : f/ /= =6,
one : fy(we) = Ar g — g soit : fy(4) = 4—(3) 1 A
. fA+h) - f4) . fA+h) - f4) 5 3 W
9 . / _ . — A / ./ \
D’autre part : f{(4) = }151100 0 . Donc : }gnoo h =6. b A
L < < L A
2f(4 — 4 —f4 2f(4 — Y math - lycée(
Avec : lim M = lim M on déduit ensuite : lim M =6. \/ T :
h—0 2h h—0 h h—0 2h 3 {
h <0 h <0 h <0 1 ﬁv/ﬂ> v y
5) valeurs de f(3) et f/(3) 3 est abscisse du point F' de Cy donc : f(3) = f(zp) =yr =0.5 = 3 =V
Ay _ yx-yr

La droite tangente & Cy en F', de coefficient directeur f'(zp) , est : Tp = (FK) . Donc: f'(zp) = Ay =
x ITK_TR

2.75 — 0.5 2.25 9
it: £/(3) = =22 _995="=
soit : f'(3) 13 . 5 1
une équation de la droite tangente T & Cy en son point F est : y = f(zp) + f/(zp)[x — zp] avec zp =3 .
1 9
Donc Tr : y = f(3) + f/(3)[x — 3] avec f(3) = 3 et f/(3) = 1
1 9 . 9 27 2 9 25
Tr:y= f(3)+ f'(3)[z — 3] devient alors : Tp.yf§+1[z73] smtTp.ny:z:fZ+1801t Tp:y= °T 7

6) La fonction f est-elle dérivable en 0 7 0 est I'abscisse du point D de Cy et Cy présente en D deux demi-tangentes Ty et Ty

de coefficients directeurs respectifs f | (vp) et f(zp) . D’autre part :

— T, , étant parallele & 'axe (Ox) , son coefficient directeur vaut 0 . D’ou : f/,(zp) = 0 soit : f/(0) =0

Ay _yp—ys _. 05—-(3) —25 5

T,=|DJ)d : =7 goit : f1(0) = = = .
— 1g [ ) onc f (I'D) A{L‘ Tp— 2 501 fg( ) 0— (_1) 1 2

f5(0) # f(0) donc f n’est pas dérivable en 0 .
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: . - —
\exercme 3 ‘ Le plan est muni d’un repére (O, i, j

)

d’une fonction f dérivable sur R ( en vert ) et la représentation graphique Cy/ de sa fonction dérivée f' .

i ) . La figure donne la représentation graphique Cy page 4 /7

1) 1-1 Graphiquement le nombre dérivé f’(a) est 'ordonnée c-gy s

du point de la courbe Cf/ qui a pour abscisse le réel a 32

3

1-2 valeurs prises par f'(z) : 275

25

X 0 1 2 3 4 225

fl@) 30| -1]0]3

1-3 Tracer sur la figure les droites tangentes a C'y en chacun

de ses points A, B,C ., D, FE.

2) 2-1 Pour déterminer graphiquement le signe de f'(z) ,

il suffit d’examiner la position relative de la courbe

0D D25 05 0.75—1 125 15 175 2 225 25 275 /3 325 35 375 4 425 45 475

Cyr:y = f'(x) par rapport a 'axe (Oz):y =0

En effet : les points de C+ situés sur (Oz) ont une

ordonnée f'(z) nulle ; les points de C/ situés au dessus

de (Oz) ont une ordonnée f’(z) strictement positive ; les points de C/ situés en dessous de (Oz) ont une ordonnée f’(x)

strictement négative . - oo 1 3 oo
A
2-2  tableau de variation pour f (@) 4 _ 4 Sj { A
o\ -

= ] 3

2 > math ché;(
f) / \ / % ¥

- . i, T o

— 00 ;\\/

exercice 4 ‘ La figure de la page 5 / 7 donne la représentation graphique C; dans un plan muni d’un repére orthogonal

1 3
f(x) = fi(x) = 23 + —x2 + 3z si et seulement si z vérifie : < —2

4 2
d’une fonction f définie sur R par : flz) = fa(z) = fixQ — 1 si et seulement si z vérifie : —2 < x <4
fz) = fa(z) = %CB -3- % si et seulement si x vérifie : © > 4
1) vérifier , par le calcul | que : f1(—2) = f2(—2) et fa(4) = f3(4)
2= 120+ 2 (2P +8(-2) = 246-6= 25 f(-2) =+ (VP 1= 1 1= -2 fi(~2) = fo(-2) est vrai
)= -3 1= —4-1= 5 fy(d) = S (4) =32 =2-3—4=5; H4) = f(4) est vrai

remarque : ces deux égalités montrent que f est définie et continue en —2 . En effet :

f1(=2) = fo(—2) = —2 donc I'image f(2) existe , se calcule indifféeremment avec f1(—2) ou fo(—2) et vaut —2

lim f = lim f; = f1(—2) car la fonction polynome f; est continue sur R . donc : lim f = —2
—2- —2- —2-
lim f = lim fo = fo(—2) car la fonction polynome fy est continue sur R . donc : lim f = —2 e -
o+ ot ot < / \__/ \7
lim f = lim f = f(—2) = —2 vrai donc f est continue en —2 /-\ s
—2- —o+ )i math - lycée \
AT .

on utilise un raisonnement analogue pour justifier que f est définie et continue en 4 : /

ﬂ‘//_\> (/—\,’
fa(4) = f3(4) = =5 = f(4) et ljl{nf = li{nf2 = f2(4) = =5 lirpf = lgnfs = f3(4) = -5 o~
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2) coefficient directeur de la droite T4 page 5 / 7

Le coefficient directeur de la droite 2l
tangente & Cy en son point A vaut f'(z4) .

2-1 valeur de f’(x4) en utilisant le graphique

La droite tangente & Cy en son point A est

Ty = (AI) avec A <_j> et I <_‘2> .

f'(x4) est donc défini par :

Ay Yr-ya
! = — = = —
f'(xa) Ao P avec T 4 4
—-1—-(-4) 3
. 1(__ -~ 7 — _ =
Donc.f(4)—_3_(_4) T 3

2-2 valeur de f'(z4)en utilisant f'(x)

Avecz < —2ona:

fl@)= fi(z) = 1:55 + %xQ + 3z

4
1 3 3
Comme fonction polynome , f; est dérivable sur R et : Vz € R, f)(z) = 1 (32%) + 3 (2z)+3(1) = Za:Q +3z+3
3
ra=—4det —4< —2donc: f'(za)=f'(—4) = fi(—4) = Z(—4)2 +3(-4)+3=12-12+3=3

La droite tangente T4 a donc le réel 3 comme coefficient directeur .
3) — _étude de dérivabilité en 4

1

Avec h < 0 | h étant voisin de 0 , on peut supposer —4 < h <0 dott: 0 <4+ h <4et f(4+h):f2(4—|—h):—1(4+h)2—1
1 1 1

Donc : f(4-+h) == (b +8h+16) — 1= —2h* = 2h —4— 1=~ h?—2h—5

1 9 1 2 h 71]1 -2 T/ \—/- A
fA+h) - f)  —gh oS g m 2k ( 1 1 N7 A
Et . h — h = h = h = _4h - 2 ’J \
A+h)— f(4 1 1 ) math - lyese(”
Par conséquent : Tim LW =W <—h - 2> == (0)—2=—2 W i
;?200 h hhzoo 4 4 ) Py /&

L. R , .ﬂv‘ ) (f—\’

[ est donc dérivable a gauche de 4 et : f(4) = —2 7 S |

v

1 16 1 16
[Avec h>0 |ona: 4+h>4et fA+R) = fs(d+h) = 5@ +h) =3 - —— =ch—1-——

+h
16 h(h+4)+8(4+h)—32  h%+4h+ 32+ 8h — 32

1 16 1
Dou: f4+h)— f4)=-h—-1————(-5)=-h+4-— = =
o fA+h)—fH) =5 in =gkt (4 + h) (A + h)
h(h +12)
h?+12h  h(h+12) fA+h)—f4) “8¥2n 1 h(h+12) h+12
44+ h)—f4) = = . Et: = = =
FA+h =0 =500 =~ S I h nT8+2m  8+2h
Par conséquent : lim M = lim htlz 0412 123
duent = h TS0 8+2h 8+20) 8 2
h >0 h >0
f est donc dérivable & droite de 4 et : f/(4) = g Cfyld)=—2et fu(4) = g donc f{(4) # f4(4) et f n’est pas dérivable en 4
— interprétation graphique — f ;(4) = —2 donc pour z < 4 : Cy admet en son point C une demi-tangente T, de coefficient directeur

f1(4) = —2 et dirigée par u, <_ B

1 -1
9 (4)> soit par 175 ( 9 ) = L) = g donc pour > 4 : Cy admet en son point C' une

oy
. : : / 3 L — (1 . (1
demi-tangente T; de coefficient directeur f/,(4) = 3 et dirigée par ug £1(4) soit par ug | 3
’ 2

. N . - — , . — —_— - - —
figure : on construit & partir de C' le vecteur somme — ¢ +2j égal a uy . En notant ug =CJ =—1 +2j ona: T, =[CJ).

[\]

Puis on construit a partir de C' le vecteur somme i -+ 3 J ¢égal a ug . En notant ug = CK = i + 3 jona: T;=[CK).
Ces deux demi-tangentes étant de direction différentes ( f(4) # f(4) ) , le point C est appelé un point anguleux pour Cy .
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4) étude de dérivabilité en —2 avec un point de vue graphique page 6 / 7

—2 est I'abscisse du point de Cf noté B . Graphiquement on observe : — Cf admet une demi-tangente & gauche en B qui est
parallele & 'axe (Oz) . Son coefficient directeur f(—2) est donc égal 4 0 . Donc : f{(-2) =0

— Cf admet une demi-tangente a droite en B qui passe par I'origine O du repére . Son coefficient directeur f/,(—2) est donc égal a :

fh(=2) = Ay _ ys-yo avec B (_z) et O <8> . Donc : f/(=2) = — —0 soit : f/(=2)=1.

2
T Az TB_TO —-2-0

[5(=2) # fu(=2) et f n’est pas dérivable en —2 . Le point B est aussi un point anguleux pour C .

‘ exercice 5 ‘ 1) On note A le point de Cy

d’abscisse a . f'(a) est le coefficient
directeur de la droite T4 tangente a Cf
en son point A ; f/(a) est le coeflicient
directeur de la demi-tangente Ty & droite
aCren Aj; fi(a) est le coefficient

directeur de la demi-tangente T, & gauche

aCfenA

point de vue graphique

f'(=2)=0 | f'(—2) est le coefficient
directeur de la droite T4 tangente a Cy

en son point A d’abscisse —2 . D’aprés

le graphique , T4 est parallele a (Ox)

et admet le réel 0 comme coefficient directeur . Donc : f/(—2) =0 .

1
f'(0) = —3 17(0) est le coefficient directeur de la droite T tangente & Cy en son point B d’abscisse O .
0 1 A — 1.5 -225 —0.75 3
D’apreés le graphique : T = (BI) avec : B (1‘5> et [ (2.25> . Donc : f’(0) = A—Z = ii,ii =—V9-1 -1 = 0.75 = 1

Jy(5) et f(5) ‘ 5 est 'abscisse du point C' de Cy . f;(5) et f;(5) sont les coefficients directeurs respectifs de la demi-tangente T

a droite & Cy en C et de la demi-tangente T, & gauche & Cy en C' . D’autre part :
4 A _ —(-2. 2.
HTg[C’J)avec:C’(g>etJ( ).Donc:f;(5)yyc ys _ 0= (=25) > g

-2.5 Ax  zo_xy 5—(4) 1
5 7 Ay _ye-yx _0-(1) -1 1
T,=[CK : C t K .D : fl(B) = —= = = =— ==
= Ty = [OK) avec <o> ¢ (1) one: Jy®) = Ry T o ek 5= 22
remarque : f[(5) # f(5) et f n’est pas dérivable en 5
2) T —0o0 -3 —2 —1 0.5 1.5 3.25 5 +oo \_/\—/
r / _,"’\
signe \} Nt 7
de f(x) + - + - + F o = °
>- math lycc-.'(
~ 1.7 . e
f(z) 'ﬂv/—\> NV &
L, .
-2 ~ —2.3 vV
(=) - + + + - + + ol +
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3 On associe a la fonction f une fonction notée F' dérivable sur R qui vérifie : Ve € R, F'(z) = f(x) . page 7 /7
Une telle fonction F' est appelée une primitive de f . La notion de primitive d’une fonction s’étudie en Terminale .

Contrairement & la fonction dérivée d’une fonction qui est unique , une fonction f admet une infinité de primitives . Deux primitives
d’une méme fonction f different d’une constante : avec G définie par : Vo € R, G(z) = F(z) + k ( k réel quelconque ) on a :

Ve eR,G'(z) = F'(z) + 0= f(z) et donc : G est une autre primitive de f .

3-1 Comment déterminer graphiquement le nombre dérivé F/(a) ? Vx € R, F'/(z) = f(x) donc : F'(a)
donc l'ordonnée f(a) du point de Cy d’abscisse a .

D’ou le tableau suivant de valeurs de F'/(z) . 3-2 valeurs prisespar F

T -4 | =3 —2 -11]15 3 517 T 4| -3 -2|-1 0 1.5 3 5 7
F'(z)=f(z) | 225 ]0 —-0.75 | 0 0 —225 101 F(z) | 0 1 05| 0 | ym | Ymn | 075 | =25 | 1
En utilisant les résultats ” T 3 -t 15 5 Foo TAT
: F'(z) + - + - + N\~ A ,
des questions précédentes , )
1 Y, o { S
dresser le tableau des F(z) / \ / \ / c PB \ ;
’ .‘l
variations pour F' . 0 —2.5 ’_\f’_\, (\/‘ \
—

3-3 Que représente F'/(a) pour la courbe Cr 7 F'(a) est le coefficient directeur de la droite T, tangente a Cy en son point M

fla)) .

soit par u = 7—|—F’(a)7> soit par U = T—i—f(a)F> (car: F'(a) =

rio)

d’abscisse a . Ty est dirigée par o (

D’aprés la question 3-1 :
— F'(=3)=F'(-1)=0

et F'(1.5) = F'(5) = 0.

Ay= +2.95

Ty + 1

(yM + F'(xar)

)

94

2.75 1

254

2.25 4

24

Donc en chacun de
Ay =F'(-q)
ses points d’abscisse
-3,-1,15,51a

courbe C'r admet une

droite parallele & (Ox)

55 -

— F'(—4) =225 ;
F'(=2) = —0.75 ;

F'(3) = —2.25 ;F'(T) = 1.

Donc en chacun de ses
points d’abscisse —4 |
—2, 3 et 7 la courbe

CFr admet une droite

tangente de coefficient

directeur égal respectivement égal a 2.25 , —0.75 , —2.25 , 1 et dirigée respectivement par 7 + 2.257> = 2.257 + i ,

— — — — — - — e
i —0757 et2(t —0755)=24 —15j5 , 4 —2255 , ¢ + j . D’ou la figure ci-dessus .
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