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exercice 1 ‘ ensembles de dérivabilité D’ pour une fonction polynéme et pour une fonction rationnelle . pagel /5

Une fonction polynome est dérivable sur R . Une fonction rationnelle est dérivable en tout réel de son ensemble de définition .

on donne f(x) et D', on demande de calculer f'(x)

5 2 3 . .
D f(z) = 76;53 — ilj — gw4 +a2V/3 -4z +1 On a: D' =R car f est une fonction polynéme . D’autre part :
. / 5 (0.8 2 6) _ S (4.3 . / 15 s 26 3 3
pour tout x réel , f'(z) = 6 (92%) — 31 (7x )—§(4x )+ (22) V3 —4(1) + (0) soit : | f/(z) = —5 T g% g% +2v3x — 4

2)f(z) = (32 — 2)*(22% + 52)® On a: D' =R car f est une fonction polynome . D’autre part :

B u(z) = (3r — 2)* donc : /(x) = 12(3z — 2)?
J = v avee {v(x) = (222 + 52)3 donc : v'(z) = 3(222 + 5z)%(4z + 5) /\_yf? A
calcul de v/(x) On a: u = a* avec a(z) =3z — 2 et a’'(z) =3 . Or: (u) = (a4)/ =4a® x a’ . Donc : > ~
Y math lyeée(
W(z) = 4(3z — 2)% x 3 = 12(3z — 2)? W K
/ / ’_\/m N
calcul de v/(z) On a: v =03 avec b(z) = 2% + 5z et b/'(z) =4z +5. Or: (v)’ = (b¥) =3b% x b’ . Donc : ) .

v'(x) = 3(222 + 5z)?(4x + 5)

déduction de f'(z) Ona: f’' = (w) =u'v+wu . Donc:

f'(z) =12(3z — 2)3(22% + 52)3 + 3(222 + 5z)?(4z + 5)(3z — 2)* = (3z — 2)3(222 + 5x)? x [12(22% + 5z) + 3(4x + 5)(3z — 2)]

F(z) = 3z —2)3(222 + 52)% x [2422 + 60z 4 3(1222 4 Tz — 10)] = (3z — 2)3 [2(2z + 5)]* x [6022 + 81 — 30]

F/(x) = (32— 2)° x 22(2x +5)° x [3(202% + 27z — 10)] soit : | f'(z) = 32%(3z — 2) (22 + 5)[27x + 202” — 10] |

2 4
3)f(z) = =322 — = 50)? Ona: D' =Dy=R— {5} car f est une fonction rationnelle .
_ 5y
= —32% et u/(z) = —3(22) = —6
Ona: f=u——-—=u—2x — avec {u(:c) v ezu(m) (22) . .
v )= (4 —b5x)” = 2522 — 40z + 16 et v'(x) = 50 — 40 = —10(4 — 5z)

v v(z
1 / 1 / _ay/ 2/
Or:(f)/:(u—Qx) :u’—2><(> :u’—2><< Z):u’—i—z.Donc:
v v v v

2[~10(4 — 52)] 20(4—51) 20
fl@)=—6br+————=—6r— —————Fsoit:| f'(z) =62~ —F—=
(4- 5:1:)2] (4 — b5zx) (4 —5z)
222 — 4z + 3 2
4)f(x) = m Ona: D' =Dy=R— {3, —2} car f est une fonction rationnelle .
u u(z) = 22% — 4z + 3 donc : v/ (z) = 2(2x) — 4(1) + 0 = 4z — 4 u u'v —uv
Ona: f=— =) = —.
na:f vaVCC{v(x):(2x+4)(3w—2):6x2+8x—8d0nc:v’(m):12x+8Ct ! (v) v2
(4z — 4)(622 + 8z — 8) — (122 + 8)(222 — 4z +3) (242 + 822 — 64w + 32) — (2423 — 322% + 4z + 24)
Donc : f'(z) = —
(622 + 8z — 8)? (622 + 8z — 8)2
4022 — 4 (1022 — 17 2 4 (1022 — 17 2 2
Puis : f '(z) — 02" — 68z +8 _ (102 T+ )2: (10z T+ )soit: f,(x)zlom 17z + 2
(622 +8x —8)?  [2 x (322 + 4z — 4)] 4(322 + 4z — 4)? (322 + 4z — 4)?
5)f(x) 1 -4’ Ona:D =Dy=R 2 car f est une fonction rationnelle
5)f(z) = :D'=Df=R—4q—= .
3z + 2 ! 3
1 -4z —11
Ona: f=w3 avec w(r) = et w'(z) = —— . P
d = 52 T gy /\_}J A
, U u(z) =1 — 4z donc : v/ (x) = —4 , u, uv—w S
calcul de w’(z) Ona: w= — avec et:w’' =(=)=——5—. ra A
—_ v v(z) = 3x + 2 donc :v'(z) =3 v v? \ math - lveée(
, 43z +2) — (3)(1 —4z) 120 — 8 — 3+ 12z ~11 J i, O
Donc : w'(z) = = = 3 {
(3z + 2)? (3z + 2)2 (3z +2)? V. Sl
1—4z\? ~11 RAY
déduction de f'(z) Ona: f’= (w®) =3w? x w’' . Donc : f’(x):3<3m+2) x ((33:_'_2)2> V
3(1—4z)? x (~11) —33(1 — 4a)?
’ _ t- / _
F@) = @ o O | 1@ = 5
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) 2z +1)3
L u u(x) = (2x + 1)3 donc : u/(z) = 6(2x + 1)?
Ona:f= v { v(z) = 322+ 4x — 4 donc : v/(z) = 6x + 4

2
Ona: D' =Dj=R—- {2, 3} car f est une fonction rationnelle . page 2 /5

calcul de u/(z) On a: u=w? avec w(z) =2z +let w'(z) =2. Or: (u) = (ws)/ =3w? x w' .

Donc : v'(z) = 3(2x + 1)? x 2 = 6(2z + 1)?
) . , e u, uv—w L _6(2x+1)2(3x2+4x—4)—(6x+4)(2x+1)3
déduction de f/(z) Ona: f'= (v) == Donc : f'(z) = (B 4z 17
Fi(a) = (22 +1)% [6 (327 + 4z — 4) — (6 +4) 2z +1)] (224 1)? [(182% + 24z — 24) — (122° + 14z + 4)]
B 2 B (322 + 4z — 4)°

(3x2 + 4z —4)

2z 4+ 1)? (62% + 10z — 28 2(2z +1)% (322 4 5z — 14 N
f’(x):(x—i_ ) (62 + x2 )soit: fl(x) = (20 + 1)° (327 + xQ ) "\_/W’ (A
(322 +4x — 4) (322 + 4z — 4) ) 7
>> math l_\«ct:(!rl
2 2 7
. 4 — b, e T o
\exercme 2 ‘ On considére la fonction suivante f :  — f(z) avec f(z) = ﬁ ) £
xTr — v

La figure suivante donne la représentation graphique C'y dans un plan muni d’un repére orthonormal . C; posséde deux droites

asymptotes : D:x=1let A:y=-1.

z
Cr
A
/\_/T /_\?
>|r.uh Iyuc;(\r ;
(
\ \
I£54S
D
Jo 04 o812 18 24 28 32 36 b 44|48 52 56 6 |64 68
|
|
| A\
| V\'J ‘\7
12 | NS b
o e e 1L \— 3¢ —— | > 7
1] . B > math lyctc(
s D=1 ¥ 7
_\/—\> R g
L, P,
Vv

1) ensemble D’ de dérivabilité de f Comme fonction rationnelle , f est dérivable en tout réel z de Dy .

D’autrepart,pourtoutréelx,wgéDf@(xfl)z:O@mfl:O@x:l.Donc:’ D'=Dy=R—-{1} ‘

calcul de f'(z) avec x élément de D’

. u u(x) =4 — 22 donc : u/(z) = —2x e, _u, uv—uw
Ona: f_vavec{v(x)z(x—1)2:a:2—2x+1donc: v(x) =22 —-2=2(z—1) ot: f _(;) o
Done : f'(x) = —2z(z—1)2 -2z —1)(4—2?) (z—1)[2x(x—1)-2(4—-2?)] [-2274 2z — 8+ 227

o (=127 ) (o= D R
Puis : f’(x):% . Ainsi : VmeD’,f’(w)zm
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2) Une droite parallele a I'axe (Oz) a le réel 0 pour coefficient directeur . Avec f dérivable en a , la courbe C; page 3 /5
admet en son point d’abscisse a une droite tangente de coefficient directeur f’(a) . Par conséquent : C; posséde une droite tangente

parallele a Paxe (Ozx) si et seulement si on peut trouver un réel a tel que f soit dérivable en a et que f'(a) =0 .

2(x —4
D’autre part : D' = Dy =R — {1} ethED'7f’(a:):((xl)§
T —
Donc : — f est dérivable en a si et seulement si : a # 1
2(a —4
— Aveca#1, f'(a)=0 ((CLD??:O(:)Q(a—4)=0<:)a—4=O<:)a:4. 4 convient comme valeur de a car : 4 # 1.
a—

Ainsi : C possede une seule droite tangente parallele a 'axe (Ox) : en son point B d’abscisse 4 .

3) Avec f dérivable en a , la courbe Cy admet en son point d’abscisse a une droite tangente T' dont une équation est :

y = f(a)+ f'(a)(x — a) . D’autre part : avec A (i) ,AeT S yg = fla)+ fl(a)(xa —a) & 4= f(a) + f'(a)(1 —a)
4 — g2 2(x —4)
— et fl(z) = ——

Or: f(z)= @1 fl(x) = o 1)3 . Par conséquent , pour tout réel a élément de D’ (soit a #1 ) :
4= f(a)+ f'(a)(1—a) &4 = (4 - ‘f; ?(“ ‘1;‘3 (1—a)ed= (4 - ‘f; ?(“ ‘1;2 % —(a—1) \_/TAT
a — a— a — a— \’ J Sl 7
4= f(a)+ f'(a)(1—a) & 4= (;1:611; ?C(La—lgxg X1 4= (2:?; _ i(}a—ﬁg) L\ -t
B , C(4-a?) —2(a—4) d—a?—2+8) | —a®—2a+12 . |
4= fla)+ f(@)(1—a) & 4= O e P e e VA D, (,—v&
4=fla)+ f(a)1—a)e4a—1)%=—-a>—2a+12 ((a—1)2#0car: a#1).

4= fla)+ fl(a)1—a) e 4(a®>—2a+1)=—a?>-2a+12< 40’ —8a+4+a*’+2a—12=0< 52> —6a—8 =0

2 est une racine de 5a% — 6a — 8 car : 5(2)° —6(2) —8 =20 —12 —8 =0 . Donc 5a2 — 6a — 8 est factorisable par a — 2 .
Pour tout réel a , 5a% — 6a — 8 = (a — 2) (5a + 4) donc : 5a2—6a—8=0<:>(a—2)(5a+4):0<:)a:20ua:—§
par conséquent : 4 = f(a) + f'(a)(1 — a) < 5a® — 6a — 8 = 0 devient : 4 = f(a)+ f'(a)(1 —a) & a=2o0ua= —g .

2 et —g sont distincts de 1 et conviennent comme valeurs pour a tel que : 4 = f(a) + f'(a)(1 — a)

1 4
Ainsi : Cf posséde deux droites tangentes contenant A ( 4> : en chacun de ses points C' et D d’abscisses —% et 2.

figure : ces deux droites tangentes sont les droites (AC) et (AD) car elles contiennent A et passent respectivement par C et D .

exercice 3 ‘ On considere la fonction suivante f : z +—— f(z) avec f(z) = |z| vz +4

Toutes les droites tangentes ou les demi-tangentes associées aux différentes questions de cet exercice doivent étre tracées sur la

figure donnant la représentation graphique C de la fonction f dans un plan muni d’un repére orthonormal (O, 7, ?)

1) ensemble Dy de définition de f  z + |z| et  +— z + 4 sont définies sur R ; x — /z est définie sur R .

Donc pour tout réel . , z € Dy < +4>0 2> —4 < € [—4,+o0] . Ainsi: ’ Dy =[—4,+00] ‘
f(z) sans le symbole de la valeur absolue Ona: |z| =2z <z >0et |z| = —z < 2 < 0. Par conséquent :

avecx € Dy, f(z) =avae+4er>0et f(z)=—-2vVr+4<2<0 ; /\_y _\7_’4‘,\\7

4+ h)— f(—4 2
2) étude de dérivabilité de f en —4 Soit h un réel srictement positif et T'(h) = fl=A+ f)L i ) Y math - lyeé {
T
h > 0 entraine —4 + h > —4 et donc —4+h € Dy . ¥ oo W
BT
L, A

D’autre part : f(—4+h) = |—4+h|\/(—4+h) + 4= |—4+ h|Vh et f(—4) = |-4|/=4+4=0.
F(=4+h)— f(—4) [—4+h[Vh—0 _ |-4+h|Vh _ Vh 1

= —4+h| X — =|—4+h|x —=
N N N |+|><h|+\><\/ﬁ

Donc : T'(h) = devient : T'(h) =
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o f(-AtR) - f(-4) 1 . %%\74+h|:|74+0|:\74|:4 page 4 / 5
D'ou : lim o = lim [-4+h|x — . Or: 1
R0 h>o0 Vh limvh=0et h>0= vh>0donc: lim — = 400
h—0 h—0 \/E
h >0 h >0
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec 4 >0 ) : \—’A‘T
1 —4+h)— f(—4 e AR
lim |4+ h| x —= = 400 soit lim A+ l)z J(=4) = +o00 . By
B0 \/E R0 \/ = '“"\(
Cette limite étant infinie , la fonction f n’est pas dérivable en —4 . h“v"—:)_ Vo

\
\/

conséquence géométrique : la courbe Cy admet en son point A d’abscisse —4 une droite tangente paralléle a 'axe (Oy) .

3) étude de dérivabilité de f en 0

Soit h un réel non nul tel que h € Dy et T'(h) =

FO+h) ~ f0) _ f(h)~ £(0)

f(h) =|h|Vh+4; f(0)=|0[v0+4=0x4=0donc: T'(h) =
étude a gauche de 0 : ’ h < 0 entraine |h| = —h ‘
Donc:T(h)z%x\/h+4:%h><\/h+4:_\/h+4

Puis  lim T(h) = lim —vh+4=—-y0+4=-2

h <0

h <0

[ est donc dérivable a gauche de 0 et : f{(0) = —2

conséquence : la courbe C; admet en son point O d’abscisse 0

une demi-tangente Ty, de coefficient directeur f{(0) = —2 .

1 1
T, est dirigée par u, ( ) soit par u, < > .
’ 7\ 1400) 7\ -2

figure : a partir de 'origine O , on construit le vecteur somme

i ) . — — pay=1 . N
i —2j égalaug . Avec uy = OG , la demi-tangente &

construire est : Ty = [OG) AT A

f5(0) # f(0) donc f n’est pas dérivable en 0 .

{
LA
v

h - h
f(h) — f(0) - |[h|vVh+4—-0 B |h|\/h+47 |k
- - — =~ x+vh+4

h
étude a droite de O :

h h
’h>Oentraine |h|:h‘
M vETa= 2 R vETa
lin%T(h): lim vh+4=v0+4=2

h >0

> >

Donc : T'(h)

h >0

f est donc dérivable a droite de 0 et : f/,(0) =2

conséquence : la courbe C'y admet en son point O d’abscisse 0
une demi-tangente Ty de coefficient directeur f/,(0) =2 .
1 1

T, est dirigée par ug < ) soit par ug ( ) .

f4(0) 2
figure : a partir de l'origine O , on construit le vecteur somme
- i . — — = . N
i +2j égal a ug . Avec ug = OD , la demi-tangente a

construire est : Ty = [OD)

4) Calcul de f'(x) pour z strictement supérieur & —4 et distinct de 0

D’apres la question 1) f(z) =zvz +4 < x> 0et f(z) = —zv/z +4 < 2 <0 . Dapres les questions 2) et 3) f n’est pas dérivable

en —4 et en 0 . D’autre part :  — x et © +— —x sont dérivables sur R ;  +— +/x 4 4 est dérivable en tout réel x tel que x + 4 > 0 soit

en tout réel x tel que x > —4 . Donc = — zv/x + 4 et © — —x+/x + 4 sont dérivables en tout réel = strictement supérieur & —4 comme

produit de fonctions elles-mémes dérivables en tout réel = strictement supérieur a —4 .

Calcul de f'(z) pour x strictement supérieur a 0

/

v

Or: (f1) =(ux o) =u x Vo+ux(Vv) =u X Jo+ux
T (2\/x+4) ve+4+zx

f(z) = fi(z) =zvz+4donc: fi =ux vavec{ (

2V/v
2@ +4)+x

u(z) =z et v'(z) =1
vz)=xz+4detv(z)=1

. Donc: fi(z)=(IxvVz+4)+ (xXQ\/;ﬂ)

3x+8 3x+8

. Dou:

fre) =vatdt s =g = 2Vz + 4 N

Calcul de f’(z) pour z strictement compris entre —4 et 0

.. 3r + 8
D’ou : f/(x):—m

pour: —4<x <0

2v/zx +4
avec f(r) = —zvo +4=—fi(z) ,ona: f'(x)=—f1(z) .

fi(x) =

pour x > 0

N 2Vr + 4 2V/r + 4

5) Une droite parallele a I’axe (Ox) a le réel 0 pour coefficient directeur . Avec f dérivable en a , la courbe Cy admet en son point

d’abscisse a une droite tangente de coefficient directeur f’(a) . Par conséquent : Cy posséde une droite tangente parallele a 1'axe

(Ox) si et seulement si on peut trouver un réel a tel que f soit dérivable en a et que f'(a) =0 . e
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D’autre part : f'(x) =

_ 3r+8
2vx + 4

pour —4 <z <0et f'(z) =

3xr+ 8
2vx + 4

Donc: f'(a)=0< (f'(a) =0et —4<a<0)ou(f'(a)=0eta>0)

ra=oe

_sz+8
20T +4

0et 4<a<0> ou<

3x + 8
2v/x + 4

0eta>0)

pour x > 0

— \—

W 3 i
B ok,

) math lyuc;r\/

{

. N
vV V

page 5 /5

8 8
flla)=0< (B3x+8=0¢et —4<a<0)0u(3x+8=0eta>—4)<:>(m:—get —4<a<0) ou (mz—3eta>0)

ra=oe

m:—get —4<a<0

Ainsi : Cf posséde une seule droite tangente parallele a I'axe (Ozx) :

)Car—4<—§<0vraiet—§>Ofaux.

. . 8
en son point B d’abscisse —3-

6) équation réduite de la droite T' tangente & Cy en son point C' d’abscisse —3

f étant dérivable en —3 ( —4 < —3 < 0) , la courbe C; admet en son point C' d’abscisse —3 une droite tangente T dont une

équation est : y = f(a) 4+ f'(a)(x —a) aveca = —3 . Donc : T : y = f(=3) + f'(-3)(z +3) .

D’autre part : — f(z) = |z| vz + 4 donc : f(=3) =|-3|vV/-3+4=3V1=3

— —4 < x < 0 entraine f'(z) =

Pour tracer T' on utilise les deux points suivants :

_ 3x + 8
2v/x + 4

— le point C' d’abscisse —3 et commun & Cy et T': C (f(—33)> soit C (3>

)

— le point F d’abscisse —1 situé sur T : E

5 > math ch¢;< :
'\ -7
b " i, /—\"&

S

/’\\
/’\_/v -
) =

£ \
> math Iy\:c;(
he ¥ ~\
1

V

/‘\[

e
A \_) 4
y A
) T
> math cht;(
;

/’a

/\[

ﬁv/-\> \/
= /_\
v

done f'(—3)

3(-3)+8

2y/-3+4 2 2
1

Par conséquent : T : y = f(—=3) + f/(—=3)(z + 3) devient : T : y =3+ i(x + 3) soit :

soit F (

3

-1 1

2

1 3
T:y=3+ -x+ = soit

2

R =

RS

B2

1
Ll

|
ra

Lh

v
[ +]

in

ch
[+]
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