Fonctions Début - Corrigés feuille 3

Premiére Partie : Tableaux de variations - Représentations graphiques

‘ exercice 1 ‘ Le plan est muni d’un repére orthonormal . La figure donne la représentation graphique Cy
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d’une fonction f de R vers R . 1) Indiquer sur le graphique les équations des droites asymptotes a Cy .
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2) Dresser le tableau de variation de f puis le tableau de valeurs prises par f(x)
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3) condition 1 : Pour tout réel x positif , g(x) = f(z) . Par conséquent C; et C, coincident sur R*
condition 2 : C4 est une courbe symétrique par rapport & 'axe des ordonnées du repére .
Pour compléter le tableau de valeurs prises par g(x) sur R~ on peut utiliser pour la condition 2 : Deux points M et M’

sont symétriques par rapport & (Oz) si et seulement si ils ont des abscisses opposées et la méme ordonnée .
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‘exercice 2| page 2 / 6

1) le tableau des variations de f X -00 .3 0 g 4 +00
O g 1 _ l +co +oo 4
— Cy contient A 1 et B 3 ) \ / 2 \ Sk
2 ) <
D £(0) 1 ¢ f 5 3 3
onc : =——e — === | _3 ™
2 2 2 2
. : : T
f présente un maximum relatif en 0 égal a T 9 — Les droites asymptotes & Cy sont : Dq : & = —3 ( avec f(x) tendant vers —oo )
- . S
et un minimum relatif en 5 égal & 5 Dy : x =4 ( avec f(x) tendant vers +oco0 ) ; A :y = —1 ( au voisinage de —oo )

7 7
2) C; coupe l'axe (Ox) en deux points qui ont respectivement pour abscisse : 5 et 7 Donc: f(z)=0&x=50ux = B et
7

C; contient C(g) et D g . 3) les antécédents de —2 par f sont les réels —6 , —2 et 7 . Donc :

—6 -2 7
flzr)=—-2<2=—-6ouz=—-2ouz="7;Cy contient E(_2> ) F<_2>et G<_2> .
. . 5 3 . -8
4) —8 a la méme image par { que le réel 5 Donc : f(—-8)=f 5)1=75 ( d’apres 1) ) et Cy contient H 3
9 9 2
5) les images par f de 7 et de B sont opposées . Donc : f(7) = —f <§> et f(7) = —2 d’apres 3) .
9 9
, 9 . 5 9 7 . 1 2
Par conséquent : f 5= 2 et Cy contient I % 6) f(1)=—-1; f(—§) =-3 donc Cy contient J " K 7
2
) 7 3.75 . I
= . — ) = —_—) = — i ) 2 2
f(3.75) =2.5; f( 2) f( 2) 6 donc Cy contient L( o5 ) , M 2 et N 2
ol 71 5 5 |7 9| 5
3 7 1 3 0
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. D, :x=4 .
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1) le tableau des variations de f : X -0 _ L23 _g .3 3 L; +00
— points de Cy : -2 A +oo || +oo 1_21
13 9 13 7
—_—— = — : —_—— = — —_— = — f X .

N & EETY L RS \ / / \ / i
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Cy contient : A 2 ),B 2),C 3 4 3
—4 -1 z cwo |-

— Droites asymptotes & Cy ? Dy : x = —3 (avec f(x) tendant vers —oo ) ; Dy : & = 3 ( avec f(x) tendant vers 400 )
1

Ay :y = —2 (au voisinage de —0o0 ) ; Ag:y = 17 au voisinage de +00 )

9 9 5 8
2) Les antécédents du réel 5 pour fsont: 5et 8. Donc: f(x)= g er= 5 ou x =8 et Cy contient D(g) , E(Q) .

15 75 15 ’ ?
3) Les solutions de l’équation z € R, f(z) = Y sont : ~3 et — . Donc : f(z) = g Br=—gour=g et
7 5

_T 5 3 9 13
C; contient F( 125 ) et G( 215> . 4) 3 et —3 ont la méme image par f et les réels 2 et ) ont des images opposées par f .
T2

T2
Donc : f(g) =f (—2) =—let: f(2)= —f(%) = —; (d’apres 1) ) . Cy contient H(_%1> ) I< 27>

2
5) La partie de la courbe C; , dont les points ont une abscisse strictement comprise entre -3 et 3 , est symétrique par

rapport a l'origine du repére et le réel 0 est égal a son image par f . Donc : f(0) = 0 et avec x élément de |—3, 3], la courbe Cy
5 3
_ _3 —9 _3
contient M (chc )> et son symétrique M’ ( fZE )> par rapport & lorigine O . C; contient O , G’ ( 152> , I ( . )et H’ ( 2)
x —flx z

2 2 1
6) J(~5) = F(-4) = ~25 f(9) =5; f(1) = 2 5 J(~8) = — o f(4) = ~3f(~4). Done f(4) = ~3f(~4) = 3 x -2 =6

-u —4 9 z -8 4
: 2 2
Cy contient J( _2) ’K(—2) ,L<5> ,M<%> ,N(_g) ’P<6)
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1) tableau de variations de f :

) -
— f(—5) = —5 donc Cy contient A < 5 > X 00 -5 -1 5 +00
— Droites asymptotes a Cy ? 5 too || teo
D, :x = -1 ({(x) tendant vers —oo ) f(x)
Dy :x =5 ( f(x) tendant vers 400 )
A
(Ozx) : y = 0 ( au voisinage de —o0 ) 0 ~oo||-o0

A :y = —1 ( au voisinage de +oc0 )

5 5
2) — posséde 4 antécédents pour f : les réels 4 , 6 et leurs opposés . Donc : f(z) = 3 Sr=-6oux=—-4ouxr=4oux==6.
—6 —4 4 6
Cy contient B| 5 ,Cl 5 , DI 5 ]|,E| 5
2 2 2 2
3) Cy coupe la droite D : y = 1 en quatre points qui ont respectivement pour abscisse : —7 , —3 , 3 et —. Donc :

1 -7 — -
f(x)zl@a:z—?oux:—3ou:v=3oua::?5.CfcontientF< 1 ) ,G( 13> ,H<i1))> I %

11 9 11 9
4) £l et 3 ont la méme image par f que le réel —5 . Donc : f (—) =f (—) = f(=5)=5(dapres 1) ).

2 2
11 9
Cy contient J| 2 | K| 2
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5)f(1)_0,f<—2>_ 2f(3) = —2x 1= 2,f< 2>_ 2.Cfcont1entL<0),M 2] 3
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Deuxiéme Partie : A propos du sens de variation

‘ exercice 5 ‘ f est une fonction de R vers R définie sur un intervalle I . page 5 / 6
1) 1-1 | sens de variation de f sur I sa définition
f est croissante sur I Pour tous réels x; et xo de I, si x7 < x5 alors f(z1) < f(z2) /\_7'\7
f est décroissante sur I Pour tous réels x; et xo de I, si z1 < xg alors f(z1) > f(x2) >\/ ot 1:\/7
f est strictement croissante sur I Pour tous réels x; et xo de I, si x1 < xo alors f(z1) < f(x2) l\“‘mL _,\"v<
f est strictement décroissante sur I | Pour tous réels x; et xo de I, si &1 < x5 alors f(xz1) > f(z2) ’
1-2  sens de variation de f:x — 22+ 5 sens de variation de g : z +— —3z 41
Soient x; et X9 deux réels tels que x1 < 2 Soient x1 et xo deux réels tels que 1 < o
Avec 1 < x5 et 2 > 0 on construit : 2x1 < 2x9 Avec 1 < 29 et —3 < 0 on construit : —3x7 > —3x9
D’ou : 221 +5 < 2x2 + 5 Soit : f(x1) < f(x2) Dot : —3x; + 1> =32+ 1 Soit : g(z1) > g(x2)
f est donc strictement croissante sur R . g est donc strictement décroissante sur R .

1-3 En utilisant les variations de la fonction carré étudier le sens de variation de h : x — —4x? — 3 sur R~ puis sur RT

sens de variation de h : x — —42% — 3 sur R~ sens de variation de h : z +— —42% — 3 sur Rt
Soient x7 et x5 deux réels de R™ tels que =1 < x5 Soient x; et xo deux réels de R tels que z1 < 22
La fonction carré est strictement décroissante sur R~ . La fonction carré est strictement croissante sur Rt . . ,f_T/T_,»\7
Par conséquent : z1 < zy entraine : 27 > z3 Par conséquent : z1 < z entraine : 3 < z3 ;\/ - '-““"'(;
Puis : —42? < —423 (car : —4 < 0) Puis : —42? > —423% (car: —4 < 0) '“\/‘\L\v_\/‘v
Dot : —4z? — 3 < —423 — 3 Soit : h(z1) < h(xa) Dot : —4z? — 3 > —4x3 — 3 Soit : h(x1) > h(x2)
h est donc strictement croissante sur R~ . h est donc strictement décroissante sur RT .
Si on peut trouver dans I
2) ALORS on peut déduire qu’il existe dans I deux réels a et b tels que :
deux réels a et b tels que :
a<bet f(a) > f(b) vrai a < bvrai et f(a) < f(b) faux et donc f n’est pas croissante sur I
a<bet f(a) > f(b) vrai a < bvraiet f(a) < f(b) faux et donc f n’est pas strictement croissante sur I
a<bet f(a) < f(b) vrai a < bvraiet f(a) > f(b) faux et donc f n’est pas strictement décroissante sur I
a<bet f(a) < f(b) vrai a < bvraiet f(a) > f(b) faux et donc f n’est pas décroissante sur I
a <bvrai, f(a) > f(b) faux et f(a) < f(b) faux et donc f n’est pas
a<bet f(a)= f(b) vrai
strictement monotone sur I

3) 3-1 la fonction carré n’est pas décroissante sur Uintervalle [0, +oo] .

contre exemple : Avec: a=2,b=3,0ona: a<bvrai. Dautre part : a> =4 ,b> =9 et a2 < b? .
On a donc pour a =2 et b=3: a < b vrai et a® > b* faux . La fonction carré n’est donc pas décroissante sur l'intervalle [0, +o00o] .

3-2 la fonction inverse n’est pas croissante sur |0, +oo] .

1 1 1 1 1
contre exemple : Avec: a=1,b=10,0n a: a < b vrai . D’autre part : fzizl,g:E:O,letf>f
a

1 1
Onadoncpoura=1letb=10: a <bvraiet — < 7 faux . La fonction inverse n’est donc pas croissante sur Uintervalle [0, +-o00[
a

3-3 la fonction carré n’est pas strictement monotone sur R .

AT
Avec: a=—-3,b=3,ona: a#bvrai. Dautre part : a2 =9, 0> =9 et a® =b? . 5 =
N s
), math lyeée(
Or : une fonction strictement monotone sur R attribue & deux réels distincts deux images distinctes . F ARG
" 40, T .
AT )

\
\/

Par conséquent : la fonction carré n’est pas strictement monotone sur R .

http://www.math-lycee.com Fonctions début - corrigés feuille 3


http://www.math-lycee.com

exercice 6/

page 6 / 6

Tableau a compléter

ce que ’on sait pour la fonction f phrase 7 ce que ’on peut affirmer pour la fonction f
la courbe C¢ ne coupe pas la droite Cy ne posséde pas de point d’abscisse —2 et
phrase 1
d’équation : z = —2 —2¢ Dy . f n'est pas définie en -2 .
f est définie sur lintervalle [—4, 6] et vérifie :
pour tous réels a et b distincts de [—4, 6] , on a donc avec a et b réels distincts de [—4, 6] : .
phrase 3 | f(q) — j(3) £l o
ona: f(a)— f(b) nul ou f(a) — f(b) et — > 0. fest croissante sur [—4, 6] . o=
_ LA oA
a — b de méme signe )
la courbe C¢ coupe 'axe (Ox) au point B B € Cy donc : yp = f(xp) soit : 0= f(-9)
phrase 2
d’abscisse : —9 L’image par f du réel —9 est égale a4 0 .
4 et 6 sont deux réels distincts de [0, +o00[ qui ont
f est définie sur lintervalle [0, +o00[ et f(4) = f(6) phrase 8 la méme image par f . f n’est pas strictement
monotone sur [0, +o0of .
f est définie sur R et les points de C; qui ont une L’ordonnée d'un point de C; d’abscisse x est f(x) .
abscisse positive sont situés en dessous de la phrase 10 Donc f(z) < 4 pour x positif . L’image par f d’'un
droite D’ : y =4 réel positif est strictement inférieure a 4 .
. f(=2)— f(-4) <0< f(—-4) > f(—2) . On a donc :
f est définie sur lintervalle [—4, —2] et N .
S5 m ( | phraseb —4 < =2 vrai et f(—4) < f(-2) faux .
f(=2)—f(=4) <0 Ay 4 , : .
L4 f n’est pas strictement croissante sur [—4, —2] .
f(0) =1et x>0 entraine f(x) < f(0) soit f(x) <1
f est définie et strictement décroissante sur )
phrase 9 Donc : f(z) <1 pour z >0 . L’image par f d'un réel
Iintervalle [0, +oo[ et f(0) =1 . oo
positif est inférieure a 1 .
-3 < 0et f(—3) < f(0) soit f(—3) > f(0) faux : f non
f est définie sur [—5,7] et : décroissante sur [—5,7] . 0 < 4 et f(0) > f(4) soit
phrase 7
f(=3)=1, f(0)=6et f(4) = —2 f(0) < f(4) faux : f non croissante sur [—5,7] .
f n’est pas monotone sur [—5,7] .
o flz) >0 0< f(x) et f(—9)=0. Donc :
e Vo € [-9,-2], f(x) 20 Vo € [-9,-2], /(-9) < f(z)
f est définie sur [—9, —2] et vérifie : o B .
Ny Aq,/‘ phrase 6 En particulier , —2 € [-9, —2] et donc : f(—9) < f(-2)
f(=9)=0et Vo €[-9,-2], f(z) 20 o :
Ainsi : —9 < =2 vrai et f(—9) > f(2) faux .
f n’est pas strictement décroissante sur [—9, —2] .
Avec x et y réels distincts de [—6,6] on a :
f est définie sur [—6, 6] et vérifie ce qui suit : .
r<y= —2f(xr) <-2f(y) vrai. Or: =2 <0
Vo € [—6,6] Yy € [—6,6] , phrase 4 A,
| Iy el ] Donc : x <y = f(z) > f(y) vrai . )'\LPB\‘T/
v <y=-2f(z) <-2f(y) . g
f est décroissante sur [—6, 6] . i
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