Limites : Corrigé DS1 - 4h

situation pour tous les exercices Le plan est muni d’un repére d’origine O noté (O, i ?) . page 1 / 11

)
Pour toute fonction F' utilisée , on note Cr la courbe représentant F' dans ce repére .
Pour justifier les limites en +o0 et en —co des fonctions polynémes ou rationnelles la méthode dite détaillée est

obligatoire , les théorémes ne pouvant étre utilisés que pour conjecturer les résultats ( utiles pour ’exercice 4)

3__3 2 4 3__3 2 4
On consideére la fonction f suivante f : z — f(z) avec f(z) = z @ fl)—; - xe — ng; lm

1) 1-1 ensemble de définition Dy de f ’ Dy =R—-{1} ‘Pour tout réel x , :c¢Df<i>(:cfl)2 =0er-1=02=1

1-2 limites de f aux bornes de Dy . Dy = R — {1} = ]—00,1[ U1, +0o0|

lim f = —o0; Emf:—}—oo — une autre expression pour f(x) avec x élément non nul de Dy
32?2 Az 3 4 3 4
3 1— = -
2~ 322 44w { x3+x3} 23 -t l=-+=3
x?—2x+1 2 |1 2z 1 x? l—ngi l—ngi
z -2 +:c2 x 2 x  x2 . -
déduction de limf et lim f 0 lim L=0, 1 0; i 0, Ii 0 AD
— déduction de limf et lim na: lim —= im —=0; lim — =0, lim —=0. / —
—00 +o0 r——00 ’ T—+oo T— —00 .’1:2 Z—>+OO[L‘2 > 7“
3 4 3 4 L, TP Ty u
L=—+ =5 1_3(0)+4(0 L=—+ 5 1_3(0)+4(0 i
Donc : lim T a? ()+():1; lim z  x* ()+():1 Y <
T2 L T T2 1 (0) et 2 L 1-2(0)4 (0) B
1- =+ 1- =+ 7N N
r T r L\/A
D’autre part : lim x = —o0 et hT T =400 . v

Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet donc de déduire (avec 1 >0 ) :

3 4 3 4
l——+— 1-—+ =
lim x x L T — _ocoet lim xx L T- — 400 soit : limf = —o0o et limf = +oo .
T— —00 2 ]. T—+00 2 1 —00 +o0
1-24+5 1-24 5
x  x x oz
1}{11f =100 | avec ces limites infinies , on peut affirmer que la | gityation | N (@) = * — 32% + 4z | N () — 2 (réel non nul )
1113 f =400 droite D : x = 1 est une droite asymptotea Cy. z—1 D(z) = (x — 1)2 D(x) = 0
1 —
3 2
-3 4 1
Pour la suite j’utilise : f(z) = w = (2% =322 +42) x ————
(x—1) (z—-1)
Ona: lima® —3¢° + du = (1)?—3(1)2+4(1)=1-3+4=2
r— 1
D’autre part : lim 5 = +oo et lim ———— = +oo car x # 1 entraine (z — 1)*>0
1:11 (z—1) £:11 (x—1)

Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec 2 > 0) :

1
: 3 _ 2.2 o : 3 _ 2,2 _ TIT - : —
%Lml (2% — 3z +4a:)><($_1)2 +0oo et }1—>m1 (2% — 322 + 4z) x ) +00501t.rl1_>mlf(a?) +0oo et ilinif(x) +o0 .
<1 x>1 <l z>1
d
2) Lesréelsa , b, cetdtelsque: Ve € Dy, f(z) =az+b+ < + 5
z—1 (z-1)
d b) (z — 1) —1 d
x est un réel de Dy . On note E(z) = ax + b+ c 4 2.Ona:E(gc):(Cw:_‘_)(ac2 ) c(@ 2) 5
z—1 (z-1) (x—1) (x—1) (x—1)
E(m)i(a$+b)($2—2$+1)+0($—1)+d7am3—2ax2—|—ax+bx2—2bx+b+cm—c—|—d
(z —1)° (z—1)°
E(x)_a:z:3—|—(b—2a)x2—|—(a—26—|—c)z+(b—c—|—d)
(e—17
23 =322 +4x  ard+ (b—2a)x? + (a—2b+c)x + (b—c+d)

Par conséquent : f(z) = E(z) & (= 1)2 = (z — 1)2

f(x):E(z)@x?’73332+4x:az3+(b72a):c2+(a72b+c):r+(bchrd)((xfl)Q#Opour:ceDf)

http://www.math-lycee.com Limites - corrigé DS1 - 4h


http://www.math-lycee.com

Deux polynémes de degré trois sont égaux si et seulement si ils ont les mémes coefficients . Donc : page 2 / 11

a=1 a=1
b—2a=-3 b=2a-3
(Ve e R,2® =32 + 4z = az® + (b—2a)2’ + (a—2b+ )z + (b—c+d)) & &
a—2b+c=4 c=—a+2b+4
b—c+d=0 d=c—b
a=1 a=1 a=1 a=1
A\_._
b=2(1) -3 b=-1 b=-1 b=-1 o S J
= = <~ = , e -—‘7
c=-14+2b+4 c=-142(-1)+4 c=1 c=1 L \
>- math lycc-.'(
d=c—b d=c—b d=1-(-1) d=2 % \~
P ' s
On obtient donc ainsi:VsUGDJc,f(:c)::c—l—f—x_l—}—(x_l)2 _\v'm’_v_(\/—“

3) Pour justifier que la courbe C posséde la droite A : y = z — 1 comme droite asymptote il suffit de prouver :

xgglmf(x) —(x—1)=0cet xEIfoof(x) —(z=1)=0.

1 2 1 2

On a prouvé en 2) : pour tout réel x de Dy, f(zx) =2 — 1+ + donc: f(z)—(x—1) = +

p ):p o I(@) 1t G fl@)=(z-1)=—— @17
D’autre part : lim x—1= —00 ; lir41_1 r—1=+ocoet lim (—1)° =400 ; 1i5[_1 (z—1)> =400 .

1 1

Donc : lim =0; lim =0; lim ———=0; lim ——— =0

w—)—ooxl— 1 21:—»-1—0050 —1 T— —00 (LE _ ]i) x— 00 (.’E _ ]_)
Puis: lim + =0+2(0)=0; lim + 5 =0+4+2(0)=0.

r——cox —1 (g —1)°

Soit : nglmf(x) —(x—1)=0c¢et tEToof(x) —(z-1)=0..

z—+oox — 1 (x, 1)

La droite A : y = o — 1 répond bien a la définition d’une droite asymptote a la courbe Cy .

Etudier la position relative de la courbe Cy et de la droite A : y = 2z — 1 revient & comparer les ordonnées

. . — 'un , noté M , situé sur C; et d’ordonnée : = f(z
de deux points de méme abscisse  ( € Dy ) : , ) o , ) v = f(2)
’ — lautre , noté P, situé sur A et d’ordonnée : y, = 2 — 1

1 2 —1)+2 1
Avec z élément de Dy soit « distinct de Lon a: yy —yp = f(z) — (z —1) = + 5 = (z-1) —z -t 5
' z—1 (z-1) (x—1) (x—1)
(x — 1)2 étant strictement positif pour x distinct de 1 , le signe du quotient le égal " o0 -1 oo
(= — z+1 — ¢ +

a yy — yp est donc le méme que celui de  + 1 pour  # 1 . D’ou les résultats suivants :

. z+1 . . .
1°" cas : & € |—o0, —1[ . D’aprés ce qui précede : 2 +1 < 0 donc : ———— < 0so0it : ypr —yp <0 puis : ypr < yp . Les points

x—1)

de Cy ayant une abscisse x strictement inférieure a —1 sont situés en dessous de A:y =z —1.

X z+1
2°me cas : x € ]—1,1[U]1,4+o00[ . D’apres ce qui précede :  +1 > 0 done : _'—1)2 > 0 soit : ypr —yp > 0 puis : yar > yp -

T —

Les points de Cy ayant une abscisse z distincte de 1 et strictement supérieure & —1 sont situés au dessus de A .

; z+1
3" cas: x=—1. Danscecas: x+1 =0 donc : Jrl)QOet ym —yp =0puis: yy =yp et M = P . La courbe Cy et la

T —

-1
droite A se coupent en un point , noté I , d’abscisse —1 et d’ordonnée : yy =a; —1=(—-1)— 1= —2soit en [ ( )

-2
422 412 9
On considere la fonction f suivante f : z — f(z) avec f(z) = 52172%2
x x —

1
1) 1-1 ensemble de définition Dy de f Dy =R~ {—1, } . Pour tout réel z , x ¢ Dy < 422 +22 —2=0

2

—1 est une racine de 422 + 2z — 2 car: 4(—=1)> +2(-1)—2=4-2-2=0.

Donc 4z2 + 2z — 2 est factorisable par x + 1 et pour tout réel x : 422 + 2x — 2 = (z + 1)(4w — 2) .
1

D’ou : 3:¢Df<i>(:c+1)(4z72):0puisI¢Df®z+1:00u4x—2:0@x:—louzzi

http://www.math-lycee.com Limites - corrigé DS1 - 4h


http://www.math-lycee.com

1 1 1
1-2 limites de f aux bornes de Dy Dy =R - {—1, 2} =]—00,—1] U]—l, 3 {U] 3 —&—oo{ page 3 / 11
l_lg f=1 L}g f=1 ces deux limites étant égales au réel 1, la droite A : y = 1 est une droite asymptotea Cyg.
122 9 192 9
24+ =+ = i
. . 422 + 12249 v {+x2+x2} 4+x+x2
— une autre expression pour f(z) avec x élément non nul de Dy  f(x) = = =
422 + 22 — 2 ) 2z 2 2 2
el O R B
2 22 T T
. . . .1 o1 . 1 . 1
— déduction de lim f et lim f Ona: lim — =0, lim —=0; lim — =0, lim — =0.
—0o0 +oo T——00 L T—-400 T——00 $2 x— 400 ;EQ
,a 129 L2, 0
a2 4+412(0)+9(0 T2z 4+12(0)+9(0
Donc: lim f(a)= lim — & 22 _AFROFNO) )y iy gy~ x Ta2 TR0 0O,
z——o0 g——o0 2 2 44 2(0) —2(0) 2—+o0 e—too 2 2 442(0) —2(0)
e 1+—- -
T T x
P{I} f=oc avec ces limites infinies , on peut affirmer que la situation | N(x) =42* + 122 +9 | N(x) e 1
lirri f=-00 droite Dy : © = —1 est une droite asymptotea Cyg. z— -1 D(z) = 42? + 22 — 2 D(x ' 0
—1 xr— —

74x2+12x+97 422 + 122 4+ 9 74x2+12x+9 1

Pour la suite j’utilise : = = =
our la suite j’utilise : f(x) 22 GiD)ds—2) P X o
422412249 4(-1)24+12(-1)+9 4-1249 1
Ona: lim = = -
T——1 4x — 2 4(-1) -2 —4-2 6
D’autre part : lim = —oo car x < —1 entraine xt +1 < 0 et lim = 400 car x > —1 entraine x +1 > 0
I*)flx—’—]_ I*)flx—’—]_
r<—1 r>—1

1
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec — 5 < 0) :

422 + 12249 1

422 + 12249 1

J_{@l 1n—2 o =400 et wlin—l1 pP— peurne T soit : wli)rglf(:v):—koo et l_l_i)rr_llf(x):—oo .
r<—1 r>—1 r<—1 r>—1

lim f = —o0 N(z) =4z* +122+9 | N(z) *i 16

5 avec ces limites infinies , on peut affirmer que la situation T3

1 1

lim f = 400 | droite Do : x = 5 est une droite asymptotea Crp . rT—=g D(z) =42® 4+ 2z —2 | D(z) — 0

1+

5 2}4)2
P 1 te Tutili @) 422 + 122+ 9 42?2 + 120+ 9 42?2 + 122+ 9 422 + 120+ 9 o 1

our la suite j'utilise : f(x) = = = =

) 1221202 (z+1)@Az—2) (z+1) x2(2z—1) 2(z + 1) 2z — 1

1\? 1 1
12040 4(2> +12(2>+9 _4(4>+6+9

o I 14+15 16
na: lim = - -
1
1 2(x+1) o(Ly 5 (3 3 3
2 2 2
D’autre part : en utilisant le tableau de signe de 2z —lona: z < 3 entraine 2z — 1 < 0 et z > 3 entraine 2z — 1 >0
1
N 1 = — 1 = 1
Donc : hm1 97 — 1 oo et hm1 r— +o00 T 00 ; +oo
T T P signe de —a signedea, a=2
i 1 e —1 - 0
A >

2

2

16
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet donc de déduire ( avec 3 > O) :

o 4z 412249 1 42?24 12249 1
lim X = —oo et lim X
1 2(x+1) 2z —1 2(x+1) 20 — 1
1 1
x<2 z>2
N(z)

2) On note g = /f

2-1 signe de f(z) J'utilise f(z) =

D(z)

= +oo soit : limf = —oo et lirilf:—i—oo )
1- 1

2

2

« '/'

avec N(z) =422 + 12z + 9 et D(x) = 422 + 22 — 2

D’aprés 1-1 D(z) est un polynéome du second degré admettant les réels —1 et 3 comme racines et le réel 4 comme

coefficient dominant . D’autre part : N(x) = 422 + 12z + 9 = (22)? + 2(62) + (3)? = (22 + 3)?
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D’ou le tableau donnant le signe du quotient f(x) :

déduction de I’ensemble de définition Dy, de g page 4 / 11
T -00 ,E -1 1 +co S D
2 2 g:ﬂdoncpourtoutréelx,:ceDg@{fx( )>f0
) x
(22 +3)* + 0 + + + -
En utilisant Dy et le tableau de signe de f(x) on déduit :
2 . . signe de a signe de a signede -a |signede a, a=4 1
42 4+ 22 — 2 . +« 0 — + xyé—letx;éi
; € Dy &
(22 + 3)2 + 1
42?1 2z — 2 + L - x € ]|—o0, —1[U §,+oo
1 . 1 1
Tout réel z de |—o0, —1] U] 3 +0o0 [Vérlﬁe x££ —letx# 3" Donc : | Dy = ]—00, —l[U} 2,—1—00[
2-2 limites de g aux bornes de D, g=+/fet daprés 1-2 : lim f(z)=1; 11111 fl@)=1; limf =+4o00; lirPf = 400 .
xr— —00 x——+00 —1- 1
2

En posant X = f(z) et en utilisant les limites de la fonction racine carrée on déduit ensuite les limites de g aux bornes de D,

— avec lim f =1: limg = lim \/f(x):)l(imlx/y:\ﬁzl — avec Emf:l:hi_mg:ﬂlir}_l \/f(a:):}(iml\/)?zl

— avec lim f = 400 : limg = lim /f(z) = lim VX = 400 — avec lim f = 400 : limg = lim /f(z) = lim VX = 400
1+ 1+ 1 X —+4o00 —1- -1- z——1 X—+o00
_ _ T—— r<—1
2 2 2
1
z>2 A
Ainsi : | limg=1; limg = 400 ; limg = 400 ; limg =1 W S &
. 7009 3 7179 ) 1+g ; +oog \)/\__/ - 7
2 : \/‘ math lycc-;( :
L1 P % {
3) On note h = — = ﬁ . 3-1 ensemble de définition Dy, de h : eV r~=
g \/ \ { \/
! d tout réel eD<®{ GDQ@{ € Dy @{xGDg e
= — = — donc pour tout réel z , x h
9 VI g(x) #0 V@) #0 flz) #0
3 1 3
D’apres le tableau de signe de f(z) : f(x) =04 2 = —3 - Donc: z€ Dy |z € ]—oo,—l[u] 2,+oo[ ) et v # ~5

Donc : D, = ]—o0, —I[U}

L
= o0
27

{2

3-2 limites de h aux bornes de Dy, Dy, = } —00, —

-

—oo—§ U —§—1 U 1—I—oo
) 2 2) 27

T

S qlults
2’ 90 T

D’aprés 2-2 limg =1 ; limg = +00 ; lirgrlg =400 ; Emg =1 . Comme g est une fonction définie et continue en 5
— 00 —1- 1 [e'e)

2

3
2

on a : lirgg = li§n+g = liénig =g <2 et d’apres le tableau de signe de f(z) : ¢ () =4/f (2) =v0=0et

2
x 6}—00,—2 [U}—g,—l{entraine f(z) >0 don \/f(x) > 0 puis

2

> 0 soit g(x) >0

1
V(@)

En utilisant les limites de 'inverse d’une fonction ( ici de g ) on déduit les limites de h = — aux bornes de Dy, .
g
1 1
— avec limg=1:lim— = - =1donc : limh =1 — avec limg=1:lim— = - =1 donc : limh =1
—o0 —ocog 1 —o?<)> ) +00 +oog 1 +00
— avec Iimgzoetg(x)>0pourac<—§: lim — = 400 donc : lim h = +o00
3- 379 -
2 ) "2 "2
— avec lim g=0et g(z) >0 pour —— <z < —1: lim — = 4+oo donc : lim h = 400
3t 2 379 *
2 2 2

— avec

limh =0

1
lim g = +o00 : lim— = 0 donc
—1- -1-g -1

1
— avec lim g = 400 lim— = 0 donc limh =0 .
1t 1*tg 1+

2 2 2

Ainsi :

limh=1; limh=+0c0; limh=+0c0; limh =0 ;limh =0 ;limh =1
—o0 3~ 3+ —1- 1t +oo

2 2

2
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Calculer les limites indiquées dans le tableau suivant (ne pas justifier Dy ) : page 5 / 11

Pexpression donnée pour f(x) on donne aussi Dy ce qu’il faut justifier
1) f(z) = —8x3 + 1222 — 42 + 3 Dy=R lim f = 400 et lirilf:Q
2
2) f(z) =vVdx? + 22+ 7 Dy=R limf =400 .
—0o0 ‘__/ \_/_
S S, AN
I A
—22% — 112% — 18z — 9 1 2 S g
3 = Dy=R—-<0,-3,= li =1 =—-=1i Z \
) (@) —2x3 — 522 + 3x f { L 2} —lglf —1?1:1-1+f 7 l—%lf ) math - lyese(
2 o
8z + 5|z B . e g e, T 4
4) f(z) = 22 4 Ja] Dy =R—{0} imf = limf=5= limf LA
_ |4—6x B 2 . o
NrEr | R
) 1) = S s Dy=l=24ecl={0} | limf == etlimf ="
V8r+1-5 1 5 4
7 = Dy=|—= — — li =1l =——=1
V@) = 15 ! gt T >ay | mf =lmf =g =linf

1) f(x) = =83 + 1222 — 42 + 3

lim f = +00 | — une autre expression pour f(x) avec x non nul
—0o0

—8x3 + 1222 — 4 3 —8z3 1222 4 3 12 4 3
f(x):—8x3+12x2—4x—|—3:x3[ vt e s ]:13[ > i i }:x3{—8+

x3 3 x3 23 28 2 28
— déduction de limf Ona: lim 2% = —o0
1 1 1 12 4 3
D’autre part lim —= lim — = lim —=0.Donc: lim -8+ —— —+ —=-8+12(0) —4(0) +3(0) = -8
T——00 % T——00 T——00T T——00 xT xz T

Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec —8 < 0 ) :

12 4 3
lim 23 {—84— Pl +x3} = +oosoit : lim f(z) = 400

r——00 {)’)2
1
liril f=9 | Comme fonction polynéme , f est définie et continue en tout réel et : liml fley=f <2)
T——3
2
Donc : lim f(z) 8 L 34—12 Ly’ 4 L +3 ! + 12 L +24+3=14+3+5=9
nc: lim f(z)=-8(—= — ) —4(-= =-8(—= - = =
i 2 2 2 8 4
D f(z) =Vda? + 22+ 7 Dy =R |. Pour tout réel z , x € Dy < 4a® + 22 +7 >0

Le discriminant A de 422 + 2z + 7 vaut : A = b? —dac = (2)? —4(4)(7) =4 — 112 = —108 .
A étant strictement négatif , 422 + 2z + 7 n’admet pas de racine et est de signe constant sur R : celui de son coefficient

dominant a égal & 4 . Donc pour tout réel = , 422 +22 +7>0et z € Dy est vrai .

lim f = +o0 f(z) est de la forme /u(z) en posant : u(x) = 4z + 2x + 7

2 7
— comportement de u(z) au voisinage de —0o . Avec x non nul , u(z) = 422 + 2z + 7 = 22 <4 + =+ 2>
T x
1 1 2 7
Ona: lim —= lim — =0.Donc: lim 4+ =+ — =4+2(0)+7(0) =4 . D’autre part : lim z* = 400
r——00 r——00 xr— —00 x €T Tr——00
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet d’obtenir avec 4 > 0 :
2 1
lim 2?2 <4+ -+ 2) =400 soit : lim w(z) =400 .
T oz

Tr— —00 r— —00

— déduction du comportement de f(x) au voisinage de —oo . En posant X = u(x) on obtient :

lim f(z) = lim /u(z)= Xlir}rl vV X =400 .
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A —223 — 112? — 182z — 9
@) == st s

1
Df:R—{O,—?),Q} . page 6 / 11

Pour tout réel z , x ¢ Dy & —22% — 52 +3r =0 2(—222 —5x +3) =02 =00u 222 -5z +3 =0

Le discriminant A de —222 — 5z 4 3 vaut : A =b? —4dac = (=5)2 —4(-2)(3) =25+24 =49 et VA =T . U ;‘»‘\\/7..
A étant strictement positif , —22% — 5z + 3 admet deux racines distinctes égales 4 : l‘v ) A/‘v<
_cb=VA _5-7 -2 1 b-VA 54712, )
T Ty T o(C2) T S4T 20T T o T o(m2) T 4
1 1 1

Par conséquent : —2x2—5m+3204:>x:—30ux=§ etz ¢ Dy x=00uz=—3 oux=§ . Ainsi : Df:R—{O,—3,2}
o f B situation | N(x) = —22° — 112> — 18z -9 | N(x) —.0 N(z) et D(z)

imf=—

-3 7 z— -3 D(z) = —22% — 52 + 3w D(x) =, 0 factorisables par z + 3

— une autre expression de f(z) avec z élément de Dy

e D’apreés la recherche de Dy on a : D(z) = —223 — 522 4+ 3z = x(—22% — 5z + 3) et —222 — 5z + 3 est factorisable par z + 3 comme
polynéme du second degré admettant —3 comme racine . Donc : —222 — 5z + 3 = (z + 3)(—2z + 1) et : D(x) = z(x + 3)(—2x + 1) .
e N(x) étant factorisable par = + 3 on peut trouver trois réels a , b , c tels que : Vo € R, N(x) = (z + 3)(ax® + bz +¢) .

D’autre part : (x + 3)(ax? + bx + ¢) = ax® + bx? + cx + 3ax? + 3bz + 3¢ = ax® + (b + 3a)z? + (¢ + 3b)x + 3c .

Et deux polynomes de méme degré sont égaux sur R si et seulement si ils ont les mémes coefficients . Donc :

Vz € R, N(z) = (v + 3)(az?® + bx + ¢) & Vo € R, —22% — 112? — 182 — 9 = az® + (b + 3a)2® + (c + 3b)z + 3¢

a= -2 a= -2 a= -2 a=-2
b+ 3a=-11 b=-11-3a b=-11+6 b=-5
Vz € R, N(z) = (v + 3)(az?® + bz + ¢) & & & &
c+3b=—18 c=—18—-3b c=—-18—-3b c=—-18+15
3c=-9 c=-3 c=-3 c=-3
Donc : Vz € R, N(z) = (z + 3)(az?® + bz + ¢) & (a,b,c) = (=2,-5,-3) et : Vz € R, N(z) = (z + 3)(—22% — 5z — 3)
=223 — 112 — 182 —9  (x+3)(—22® — 5z —3) —22% — bz —3 —22% — 5x — 3

e f(x) devient : f(z) = 9 52 135 w@4d)(2et1) | a(-2r 4 D) = g(z) en posant g(z) = (-2 +1)

— déduction du comportement de f(z) au voisinage de —3 ¢ est une fonction rationnelle définie et continue en —3 .

—2(=3)2-5(-3)-3 -6
Donc limg = linig = lirgg =g(-3) = (=3) (=3) _
-3 —_

2 2
=— . D'ou: li = li =—et li = li =_.
ov: i f = g = 7 et linf = limg = ;

—3- —3(-2(=3)+1) 21 7 ) ~3+
Ayant : =3¢ Dy, limf = lim f = - on déduit : f admet une limite en —3 et limf = =
—3- —3¥ 7 -3 7 v\,
Y o S S
8z% + 5|z y 7y
4)f(z) = LM ’ Dy =R —{0} ‘ . Pour tout z , x ¢ Dy & 222 4 |2| =0 . B
222 + |z i/ : <
AA v
Or: — 0¢ Dycar: x =0 entraine 2z% + |z = 2(0)2+ 10| =0 T LA
—avecx #0: (222 >0car: 22 >0et 2>0) et |z| > 0 donc 222 + || > 0 . Tout réel x non nul est élément de Dy .
im /=5 situation | N(x) =8z% +5z| | N(z) v 0 méthode : écrire f(z) sans le symbole de la valeur
im f =
0 z—0 D(z) = 222 + |z| D(x) - 0 absolue puis simplifier le quotient f(x) par
€Tr—
’avechDfetx<0‘ ’avechDfetm>0‘
8x2 +5 8x2 +5
x < 0 entraine |z| = —x . Donc f(x) = w devient : x > 0 entraine |z| = z . Donc f(z) = M devient :
f(z) = 8z —5x x(8x—5) 8r—5 flz) = 8z +5x x(8x+5) 8x+5
2222 2(2z-1) 2z-1 2242 z2(2x+1) 2z +1
_ o 8z—5 8(0)—5 . 8x+5 8(0)+5
Drow: lim f) = lim o= = 30y=1 = ° Drot: lim f) = lim o = =20y 1
x <0 z <0 >0 >0
Ainsi : limf =5 Ainsi : limf =5
0- 0+

Ayant : 0 ¢ Dy et limf = liI_Elf = 5 on déduit : f admet une limite en 0 et lignf =5
: 0- 0

http://www.math-lycee.com Limites - corrigé DS1 - 4h


http://www.math-lycee.com

|4 — 6]
922 — 122 + 4

5)f(z) = 2

Df=R—{ }

. En effet : pour tout réel z , z ¢ Dy < 922 — 122 +4 =10

3 page 7 / 11
2
Et : x¢Df<:>(3x)2—2(2)(3x)+(2)2:0<:)(3x—2)2=0©3x—2:0©3x:2®x:§
avec ces limites infinies , on peut affirmer que la 5 N by
hl’{l f = +00 ’hqu f = +00 2 # Y math Iy\:c;( .
2 2 droite D : x = — est une droite asymptotea Cg. . K
3 3 3 _\v/_\) lﬁ\/
A__v,—-\
2
(@) = 2 () B ' (3)' 0] méthode : écrire N(z) sans le symbole
situation T3
2 de la valeur absolue puis simplifier le
T3 D(z) =922 =12z +4 | D(z) — 0 ) 2
2 quotient f(z) par z — 3 oupar 3r—2
x~>3
D’apres la recherche de Dy : D(z) = 922 — 12z 4+ 4 = (32 — 2)* .
D’autre part : N(z) =4 — 62| = |-2(3z — 2)| = |-2| X |3z — 2| =2 x |3z — 2|
4—-6 2 X |3z —2
Donc pour tout réel « de Dy , f(z) = | zl = [3 3 | .
972 — 122 +4 (3z —2)
2
Pour écrire |3z — 2| sans le symbole de la valeur absolue , on est amené T =00 3 +o0
2~ 2+ G igne de — signedea, a=3
& considérer le signe de 3x — 2 et & se placer naturellement en — et en 3 Sz —2 snete —a 0 “

2
avec;neDfeta:<§

2
aveczeDfetx>§

2 2
x < = entraine 3z —2 < 0 et |3z — 2| = —(3z — 2) . Donc : x> - entraine 3z —2 > 0 et [3z — 2| = (3x — 2) . Donc :
2x |32 -2 . . —2(3z—-2) -2 2x |3z -2 | . 2(3z — 2) 2
flr) = —————— devient : f(z) = = flr) = ————— devient : f(z) = =
(=) (3z —2)° (@) (3z—2)° 3z -2 (@) (3z —2)° (=) (3z—2)° 3z-2
Et : f(ccl) =—-2x 5235 - D’z;utre part : Et: f(z) =2x 3235 - D’autre part :
lirr12 sp g — oocar: T < 3 entraine 3z —2 <0 lim2 E— =4oocar: x > 3 entraine 3z —2 >0
2 2
x<3 x>3
Par conséquent : lim — 2 x =+oocar: —2<0 Par conséquent : lim 2 x =+4oocar: 2>0
2 3z —2 2 3z —2
2 2
z<§ \ A <’— ‘/\_,-’\7 z<§
Ao lim f(z) = +o0 B Ains i f2) = 429
9 —\\v’/—\> '_(\/_'\, 2
x<3 \/ x<3
/23 & 972 34222>0
6)f(x) = ﬁ ’ Dy =[—-2,+00[— {0} ‘ . En effet : pour tout réel x , z € Dy & {;?2:_ ;x ; 0 D’autre part :
)
avec x réel quelconque : 23 + 222 = 2%(z +2) et 202 + 52 =022z +5) =0 zr=00u22x+5=0&z=00uz = —=
En utilisant le tableau de signe de 2% + 222 et les racines de 222 + 5z z -00 2 0 +o0
349,20 z €[ —2,4o00] 2
xGDf@{x;_ v= devient : x € Dy & 5 ‘ * * 9 *
22?45z #0 r#0etx#——
5 5 2 z+2 - 0 4 *
Or: 0e[—2,+o00] et —3 ¢ [—2,+o00[ (car : -5 < -2)
. T €[ —2,+00] x® 4 222 - + +
Donc.xEDf<:>{ £ 40 &z €[ —2,+00[—{0} ? ?
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: V2 age 8 / 11
l(l){ﬂf =5 situation | N(z)=vz3+222 | N(z) — V0=0 page 8 /
0 - méthode : simplifier le quotient f(x) par x
lim f = @ = D(z) = 22° + 5z D(z) — 0
or? T 5 20 en utilisant : Va2 = |z| et la définition de ||
Va3 +222 /22w +2)  Va?x .z +2 _lxl VE+2
A é1é t de D : = = = =
vee x élément de Dy on a : f(z) 222 + bz z(2z +5) (Q:n +5) z  2w+5
’avecmEDfet$<0‘ ’avechDfetx>0‘
Vi 2 Vi 2
2 < 0 entraine |z| = —z . Donc f(z) = Jzl x V2 + devient : x > 0 entraine |z| = « . Donc f(z) = Jzl x V2 + devient :
T 245 T 2z 45
- VJx+2 x4+ 2 T VJr+2 Jx+2
f(@)=—x =— flz) == x =
x 2¢+5 22 +5 z  2x4+5 2m—|—5
z+2 VO+2 V2 vVe+2 0+ V2
D’ou : hmf( )= lim — =— =—— D’ou : hmf( ) = = —
=0 2245  2(0)+5 5 T 2 +5 2(0) + 5
m<0 z <0 z>0 >0
2 v 2
Ainsi : 1(1)1}1]" = _g >:«_/:h I:T/_? Ainsi : l(l)l;rnf = %
lér_n f# l(iJIP f: f n’admet pas de limite en O . '\_‘\,'—\) [\,K
. V8r+1-5 1 5 8x+1>0
r) = Dy=|—= - — ¢ |. En effet : tout réel D - .
N f(x) “92% + 1lo — 15 I 8,+oo 3,2 n effet : pour tout réel z , x € Dy & 922 1 11z — 15 £0

D’autre part : —>8x+120©8x2—1©x2—% car 8 > 0

— 3 est une racine de —2z% + 11z — 15 car : —2(3)° +11(3) —15=—18+33—15=0.
—2z% + 11z — 15 est donc factorisable par x — 3 et —22% + 11 — 15 = (z — 3)(—2z +5) .

Dou: —222+1lz —15=0% (z —3)(—22+5) =02 -3 =0 ou 72x+5:0¢>x:30ux:g

1 1
> = TE |—35,+
8x+1>0 r= { ’ [
Par conséquent:xech){ 92 x; _15 0 devient : x € Dy & 8 5 = 8 5
—2z¢ + 1llox — 7é x;«EBetx#§ {I;;é?)et;[;;ég

1 1
3 et g sont éléments de [—8,4—00[ doncz € Dy & x € [_8’—'—00{_ {3, 2} et Dy est justifié .

méthode : multiplier N(z) et D(z) par
' 4 situation N(x) =8 +1-5 N(CU) —>3 V25 —-5=0
lim f = 3 = la quantité conjuguée de v/8x +1 —5
3 0 r—= D(z) = 222 +11x — 15 | D(z) — 0
z—3 puis simplifier f(z) par  — 3
— une autre expression de f(z) avec x élément de Dy
fay— VEEATZ5 [VBz+1-5| [z +1+5 [VBz+1)° - (5)2
2024+ 11— 15 (=222 + 11z —15) [VBo +1+5] (=222 + 1l — 15) [\Bz + 1 + 5]
o) = 8z +1—-25 _ 8x — 24 B 8(z —3)
(222 4+ 11z - 15) [VBx + L +5]  (—222+ 11z —15)[VB8a +1+5] (z—3)(-22+5) [VBz + 1 +5]
8
) =
f=) (=22 +5) [V8z + 1+ 5]
— déduction du comportement de f(z) au voisinage de 1 On a obtenu précédemment : . - \7 y
L oo A
f(x) = g(z) avec g(x) = et comme nouvelle situation : / {
(_233 + 5) [V 8z + 1+ 5] \) math chc.-r\/
X e -
situation | Ni(z) =8 Ni(z) — 8 )_\ S
v ‘\, { v
z—3 Di(z) = (—2x+5) [\Bz+1+5] | Di(x ) — (=6+5) [V24+1+5] =(-1)x10=-10 o
N (3 8 4
g est une fonction quotient définie et continue en 3 et : lérpg = légﬂg = li?{ng =g(3) = Dig?); =5~ "F

4 4
D’ou : hmf = hmg = — et hmf = 1:131319 = —5-

4 4
Ayant : 3¢ Dy, 1§Enf = 1§r+nf =z on déduit : f admet une limite en 3 et li?r)nf =—:
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1) Les énoncés proposés sont-ils vrais ou faux 7 . page 9 / 11

I’énoncé son contenu ( la lettre  désigne un réel quelconque ) vrai ? ou faux ?
3 3 A 8z2 +1 . . )
énoncé 1 vec f(z) = 21 C't possede deux droites asymptotes A VRAI
W ol
223 + 422 — 5 213 v A
énoncé 2 Avec f(z) = i ,ona: limf= lim i & FAUX
322+ x 3 z—3 312 ) math - lycée(
u\' ’ \ <’
4% — 22 — 1 i T
énoncé 3 Avec f(z) = % ,ona: lir+nf =400 et limf = —c0 L, —(\ FAUX
- 1 1- ¥
) ) 8x% +1 X . e
énoncé 4 Avec f(z) = %715 C'y posséde une droite asymptote d’équation : y = 4 FAUX
i
=322 +2z+1
énoncé 5 Avec f(z) = % , deux droites asymptotes & Cy sont obliques VRAI
T
=bhr? —dr & x> 2
énoncé 6 Avec f(z) défini par : /(@) v T , f est continue en 2 ssi a vaut 2 VRAI
f@)=azx?+4 2 <2
énoncé 7 si 1112 f(z) = —o0 et liIE g(x) = —o0 alors lini flx)—g(x)=0 FAUX
énoncé 8 Avec f(z) = 2 ygp OnA liénf =1 FAUX
344z’ +3
énoncé 9 Avec f(z) = % , deux droites asymptotes & Cy sont obliques FAUX
x
énoncé 10 si lirri @ = 2 alors Cy posséde une droite asymptote oblique d’équation : y = 2z FAUX
r—>+00 €T
snoncé 1 VRAI  f(z) s +1 |\ _g LU B effet tout réel ¢ Df 422 +4z+1=0
énoncé )= ——"—" =R—-<{—- n effet : pour tout réel = , x T x =0.
A2y dz+1| 7 2 P ’ !

1
Et:m¢Df©(2x)2—|—2(2x)(1)—|—(1)2:O(:)(2$+1)2:O(:>2m+1=0©x:—5

1
N(z)=8z%+1 N(z) — N <—> = 3 réel non nul . . o 1
1 2 Donc lim f et lim f infinies et D; : £ = —= est une
situation =y 1~ 1 2
1 - -
T= =5 | D)=42*+4x+1 | D(x) — 0 _ 2 ] 2
1 premiére droite asymptote & la courbe C
T—— B )
8
Aux voisinages de 400 et —oo , f(x) se comporte comme le rapport de ses termes de plus haut degré égal a : 4% soit & 2
x
Donc: limf = lim 2=2etlimf = lim 2=2. Ces deux limites étant égales au réel 2 , la droite D5 : y = 2 est une deuxiéme
—00 xr— —00 00 xr——+00
droite asymptote & la courbe C'y . Cy ne posséde que deux droites asymptotes et I’énoncé 1 est vrai .
) ) 23 + 422 — 5z 1 3 9
énoncé 2 FAUX f(x) = EEET Dy=R- O,fg Pour tout réel v , 2 ¢ Dy < 3z° +2=0<z(3z+1)=0.
>+
3
Attention ! Le théoréme f(x) se comporte comme le rapport de ses termes de plus haut degré égal a : 3791:2 ne s’applique
x

qu’aux seuls voisinages de +oo et de —oo ! .

— f est une fonction rationnelle définie et continue en 3 donc : liénf =f(3) = =_—=-

2z3  2(3)2 2(3)3 5
— mliLn?’ % = 3&3;2 = ((3))3 =2et2= 3 est faux . L’énoncé 2 est donc faux .
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4z% — 2z
1—
Pour tout réel z , 2 ¢ Dy & 1—2>=0& (1—z)(1+2)=0.

1
énoncé 3 FAUX Avec f(z) = ’ Dy=R-{1,-1} ‘ page 10 / 11

5 Pour la suite . utilise - Cda?—2r -1 Az? -2z -1
situation | N(x) =4a® =2z~ 1| N(z) — N (1) =1 | Pour lasuite,, jutilise : f@)=——F—0pm—= A=)+
2 2
z—1 D(x)zl—x2 D(z) — 0 @) = 4o —2x — 1 :430 —2:1:—1>< 1
r—1 —(z-1D)(1+=x) —(1+2) x—1
. 4x? -2z -1 4(1)?-2(1)—-1 1 _ .
Ona.Ith1 1o —ar) —TQ——ietiLmlxil——oo(x<1entra1nex—1<0)
<1
422 — 22 — 1 1 1
Donc : lim1 ) X 7= +oo ( car 5 < 0) . Ainsi: hmf +o0 et hmf = —oo est faux . L’énoncé 3 est donc faux .
T— — xT —
z <1 K_/\__
énoncé 4 FAUX f(z) = w Pour tout réel x , 22 >0et 8 >0,2>0 ki <J\7
2332 +5 ' ! ’ - , ' ¢ > math chc.-( »
Donc pour tout réel z : 822 >0et 222 >0 puis: 822 +1>1et 222 +5>5dou: 822 +1>0et 222 +5>0 . \_\ T
v\ ™\
2.9 2 I
Ainsi , pour tout réel x : 527 15 est strictement positif et %es‘o défini . ;
Avec D : y = 4 droite asymptote a la courbe Cy on a 'une au moins des deux limites de f en 400 et en —oco qui vaut 4 .
8z2 + 1
D’autre part : aux voisinages de +00 et —o0 23327:::5 se comporte comme le rapport de ses termes de plus haut degré égal
x
2
a: — soita 4.
27 8z? + 82?2 + 1 8z +1
Donc: lim sz +1 = lim 4=4et lim i = lim 4=4;En posant X = srttl on obtient ensuite :
T——o00 222 + 5 z—-o0 z—+00222 +5 z—o4o0 222 45

8 1 8 1
s = g = i X = Vi 2at g = i[5 X< Vi<

Ces deux limites étant égales au réel 2 qui est distinct de 4 , la droite D : y = 4 n’est pas une droite asymptote & la courbe C .

L’énoncé 4 est donc faux . Par contre Cy admet la droite A : y = 2 comme droite asymptote .

-3z +2 1
énoncé 5 VRAI f(z) = ?;:v—li——|x—|— .| Dy =R—{0} |Pour toutréelz , 2 ¢ Dy < |z|=02=0
x

au voisinage de 0

situation N(z) = 3224+ 22 +1 N(z) — 1 Pour la suite j’utilise :

lim f = 400 = lim f =, —322 4+ 2+ 1 1
0 0 =0 | D(z) = |af D) —0 | fl@)=—"+——=(32"+2z+1)x
=0 || [a]
Ona: lim0—3x2—|—2x+l:—3(0)2+2(0)+1:1 ;
o 1 1
D’autre part : limO |z| =10] =0 et |z| > 0 pour x # 0 d’ou : hm 2] =400 = lir%ﬁ . 0, o
€Tr— x—0 Tr— xT /
z <0 x>0 \/ o . N,
) {
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec 1 >0 ) : ) math - lycse(”
1 1 3
lirr%) (=322 + 2z + 1) x Tl =400 = 1ir% (=327 + 2z + 1) x 2l soit : hm f( ) =+o0 = hm f( ). S /—\/&
r— x r— x 4%
z <0 x>0 z <0 x >0 v
Avec ces deux limites infinies on déduit : Paxe (Oy) : = 0 est une droite asymptote & Cy ( non oblique ) .
Au voisinage de —oo on peut supposer z < 0 et |z| = —x | Au voisinage de +00 on peut supposer z > 0 et |z| =z
—32%2 42 1 —3x2 +2 1
Donc : f(x) = % devient : Donc : f(z) = % devient :
x
-3 2 1 1 -3 2 1 1
f(z) = 304241 —3p_9_ = fz) = M:,3m+2+,
—z ) x x ) x
Dou: f(z) — B3z —2)=—— Dou: f(zx) —(-3z+2)=—
x
1 1
Et: 1 —Bx—2)= 1 ——=-0=0 Et: 1 -3 2)= 1 —=-0
AR B =)= T =g )~ (Che D)= I g
On obtient ainsi : la droite D7 : y = 3x — 2 est une droite On obtient ainsi : la droite Dy : y = —3x + 2 est une droite
asymptote "oblique" & Cy au voisinage de —oo . asymptote "oblique" & Cy au voisinage de +oo .
-3z 42z +1

n

Conclusion : avec f(z) = , deux des trois droites asymptotes a Cy sont bien "obliques " . L’énoncé 5 est vrai

]
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=52% —dz & x> 2
énoncé 6 VRAI  f(z) défini par : {];(Erx)) _ :;2 N f@ ;g , page 11 / 11
f est continue en 2 si et seulement si : f(2) = lim2 f(z) = lim2 f(z) .
T <2 T >2

Or: f(2)=a(2?+4=4a+4; thf(aj) = liIr12cw:2 +4=a(2)?+4=4a+4; thf(a:) = li111253:2 — 4z =5(2)2 —4(2) = 12

T <2 T <2 T >2 T >2
Donc : f(2) = 11n12f(x) = hm2f(as) Sdo+d=12a=2.

T <2 T >2

Et : f est continue en 2 si et seulement si a vaut 2 . L’énoncé 6 est donc vrai .
énoncé 7 FAUX contre-exemple : f(z) = —z ; g(z) = -2z
Ona: Tlrgoof(m) = rin-?-oo —z=—00(—-1<0)et tlrﬂl_oog(x) = Tlrﬂl_oo —2x=—00 (—2<0). /\_}—/‘—( i
Par contre : lini flz) —g(x) = lini —z—(—2z) = lin}r —z+2z= lin}r x =400 5\ e
Avec f(z) = —x et g(z) = -2z : lin_rls_ f(z) — g(z) = 0 est donc faux . L’énoncé 7 est faux . \/ math - lycée <V_,

T —>1+00

V9z2

énOnCé 8 FAUX f(x) = m —\v/—\L\ 'A(/—\-/
’ Dy =R—-{0,-3} ‘Pourtoutréelx,$¢Df<:)x2+3x:0:0(:)m(x+3):0(:)x:00u:v=—3 v
0 n’é¢tant pas élément de Dy : liénf = 1 signifie : lir% f(z) et lirr%) f(x) existent et sont égales a 1 .
Tr— xr—
x <0 x>0
V9zx? 3vVa? 3|z
D’ t t N = = =
autre part : f(z) 2243z 2243z 22+ 3x 3 3 3 3
Avecz € Dyet z <0 m3< 0 entrgaine |z| = —z . Donc f(z) = = er!;x devient : f(x) = xz_—i—a;)x = x(; f?)) = :c_—i— 3

D’ou ill%f(x) = ;%{L'—i-?) =013 —1.0r: —1#1. Donc : ili%f(:c) # 1 et I'énoncé 8 est faux

x <0 x <0 x <0

34 4)z)> +3
énoncé 9 FAUX f(x) = %
x

Dy =R—{0} |Pour tout réel z , 2 ¢ Dy <22 =0& =0

En utilisant la propriété suivante : Pour tout réel z , |z|” = |2?| = 22( car 22 > 0 ) on obtient une autre écriture pour f(x) :

23+ 4la’ +3 2%+ 42?43 3
x x g 1
f(z) est donc de la forme z + 4 + R(z) avec R(z) = — =3 x —
1 1 x r \_/\_
D’autre part : lim — =0= lim — entraine lim R(z)=3x0=0= lim R(z). Pies
z—+o00 12 z— —o0 2 T—+00 T——00 FRF \._’/ \
D’ou : lin}r flz)—(x+4) = lin}r R(z)=0et lim f(z)—(x+4)= lim R(z)=0 >\ (7
Cy n’admet qu’une seule droite asymptote oblique d’équation : y = 44 . L’énoncé 9 est faux . '\“/ -3
1 L 4
énoncé 10 FAUX contre-exemple : f(z) =2z +1+ — . ﬁ./_\> ’_(\"_\ vV
x L
Dy =R—{0} |Pour toutréelz , x ¢ Dy < x=0 v
1
20 + 1+ — 1 1 1 1
lim @:2estvraicar: lim M: lim —% = lim 24 -+—5=24+040=2car lim —= lim —=0
r—+4oo I r—+o0o I r—400 x r— 400 €T x r—+400 r——+00 I

1 1
D’autre part : f(z) =2z + 1+ — entraine : f(z) — (22 4+ 1) = —
x x
1 1
Dou: 1 —(2 )= 1 —=0et 1 —(2 1)= 1 —=0.
on: lim f@)=@otl)= lm o =0c lin f@-Gotl)= 1In 3
La courbe Cy admet donc la droite d’équation y = 2z + 1 comme asymptote oblique qui est strictement parallele a D : y = 2z .
e @)
remarque : avec lim ——=

rx—+00 I

=2 : on peut seulement dire que I’équation réduite de la droite asymptote a Cy au voisinage de 400

est de la forme y = 22 + b , la valeur de b dépendant de ’expression donnée pour f(x) .
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