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Premiére Partie : avec des fonctions polynémes L A page 1 / 27

Limites - corrigés feuille 1 '

‘ exercice 1 ‘ 1) Compléter le tableau suivant en utilisant le théoréme : f étant une fonction polynéome , aux voisinages de +oo

et —oo , f(x) se comporte comme son terme de plus haut degré .

Pexpression donnée pour f(x) terme de plus haut degré de f(z) | comportement de f(z) en —oco et en 400
1) f(z) =222 — Tx 222 limf = +o0 et Emf:—l—oo
2) f(z) =523 +42® — 3z +5 523 limf = —oc et Emf:Jroo
3) f(z) = —22° + 323 — 222 4+ 6 -2z limf = +o0 et Emf = -0
4) f(x) = —22*+8x+3 —2z4 limf = —c0 et limf = —o0
—o0 +oo
5) f(z) = =62 + 52% — 5z + 8 —623 limf = +o0 et Emf:—oo

2) Justification des résultats précédents .

1
Préalable : aux voisinages de —oo et de +oc , on peut supposer z différent de 0 . Toutes les expressions du type — avec n

x
entier naturel non nul sont donc définies aux voisinages de —oo et de +oo . Pour mettre en évidence le terme de plus haut degré
on factorise f(z) par la plus grande puissance de x intervenant dans l’expression donnée pour f(z) .

1)f(x) = 22% — Tx — une autre expression pour f(x) avec  non nul

2% — Tx 2z2 Tz 7

x
— déduction de limf et Emf Ona: lim 2% = +ocoet liril 2?2 =400 .
I 1 7 7
D’autre part : lim —=0et lim —=0.Donc: lim 2——=2-7(0)=2et lim 2——=2-7(0)=2
T——00 x——+oco Tr——00 €T xr——+00 €T
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec 2 >0 ) :
7 7 ek
lim 22 [2— —| =+ooet lim 22 |2— —| =400 . Ainsi: | limf = +o0 et limf = +o00 v e
Tr— —00 x xr——+00 x —00 +oo > 7
- ) ma coe :
2)f(x) = b3 + 42? — 3x + 5 — une autre expression pour f(z) avec x non nul 3/ e <,
52° + 42 — 3¢ + 5 528 42 3z | 5 4 3 .5 VY (Vv
—r.3 2 - 3 - 3 _ .3 Z
— déduction de limf et Emf Ona: lim 23 =—ooet liIJIr1 23 = 400 .
I 1 1 1
D’autre part : lim — = lim — = lim — =0et lim —= lim — = lim — =0. Donc:
4 :1:3~>700%; T——00 T——00 rx—+4oco :Zﬂ+oo3x 5a:~>+ooaj
mg@m5+; — 2t =544(0) —3(0) +5(0) =5 et zgrfm5+; — 2t =5+44(0) — 3(0) + 5(0) =5
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec 5 >0 ) :
4 3 5 3 5
lim 23 |5+ —- - <+ —| =—ccet lim 2% |5+ — — — + —| =400 . Ainsi : | limf = —oo et limf = +oco
@——00 x  x?  23 z—+o00 x a2 a3 —oo +oo
3)f(x) = —22° 4+ 32° — 22% + 6 — une autre expression pour f(x) avec x non nul
—225 +32% — 222 + 6 -2z 32 22?6 32,6
— 5 3 2 — 5 — 5 _ 5
— déduction de lim f et Emf Ona: lim 2°= —oo et lirf 2% = +o0 .
1 1 1 1
D’autre part : lim — = lim — = lim —=0e lim — = lim — = lim — =0. Donc:
3w4>7020x T——00 T——00 r—+oco r——+oco r—4oco 6
IEIPOO—2+?—§+; =—2+3(0)—2(0)+6(0) = —2 et zEIJPoo_Q_'_ﬁ_ ?4-? = —243(0) — 2(0) + 6(0) = —2

Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec —2 < 0 ) :

3 2 6 3 2 6
lim 2° |-24+ — — =+ —| =+ocoet lim 2°|-24+ = — =+ —| = —co0 . Ainsi: | limf = +oc et limf = —oc0
r— —00 {I;2 {I;3 {I;5 xr——+00 ;L'Q ;L'?’ {I;5 —00 +oo
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4)f(x) = —22* + 8z + 3 — une autre expression pour f(x) avec z non nul page 2 / 27

—22% + 82 + 3 —22* 8z 3 8 3
f(x)2z4+8:c+3x4[m4}x4{ = +$4+x4}m4{2+ﬁ+$4}

4

— déduction de limf et limf Ona: lim z*=4occet lim z*=+4+c0.
—0o0 +o0o r——00 T—+00

1 1 1
D’autre part : lim — = lim — =0et lim — = lim — =0. Donc:
T——00 L T——00 r——+oco r——+oco

. 8 3 . 8 3
lim —2+;+?=—2+8(0)+3(0):—2et lim _2+E+ﬁ:_2+8<0)+3(0>:_2

T——00 r—+00
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec —2 < 0 ) : N AN,

8 3 8 3
lim z4 {—2—}—34—4}:—00% lim z4 {—2+3+4}=—00.Ainsi: limf = —oc0 et limf = —co
x x x x —o0 +00

4

\

) math - lycée

T——00 T—+00

)
ﬁ;ﬂ) vV
Y

V

5)f(z) = —62® + 522 — 5z + 8 — une autre expression pour f(z) avec z non nul

—6w3+5m2—5m+8}x3{ 5 5 8

—6+———=+—
r  x2 a3

f(x)6z3+5x25:c+8x3[ p

3

— déduction de limf et Emf Ona: lim 23 =—-ocoet lim 23 =4o00.
— 00 (oo}

r— —00 T—+00

1 1 1 1
D’autre part : lim — = lim — = lim — =0et lim —= lim — = lim — =0. Donc:
5m~>—500x 3 r——00 r—>—00 X% T—+00 Tr—-+00 T 5 IHgOOQ? 3
lim —6+;_ﬁ+§ = —6+5(0)—5(0)+8(0) = —6et xEIEloo_G—’—; _ﬁ_‘_ﬁ = —6+5(0)—5(0)+8(0) =—6

Tr— — 00
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec —6 < 0 ) :
{ 5 5 8 5 5 8

—6+m—ﬂ+ﬁ}:+ooetmgr}rloox3 —6+;—?+§ = —00 . Ainsi : l_irorolf:+ooet£igf:—oo

lim z°
Tr— — 00

‘ exercice 2 ‘ On considére la fonction polynéme f : z — f(z) avec f(z) = (—2% — 2z +8) (z + 1)?

1) 1-1 signe de f(z) — Pourtoutrélz, (z+1)2>0et (z+1)2=02=-1

— —x? — 22 + 8 est un polynome du second degré admettant le réel 2 comme racine ( —(2)2 —2(2) +8=—-4—-4+8=0) .
—x2 — 22 + 8 est donc factorisable par & — 2 et pour tout réel z , —2% — 2x + 8 = (v — 2)(—x — 4) .

Et: —2?2-22+8=0&(z—-2)(—z—4) e z=20uz=—4

D’ot le signe du produit (—2% — 2z + 8) (z 4+ 1)? égal a f(z)

€T -00 —4 -1 2 +00 A\
5 X
y - 0 + + 0 - NS L
e _ Im LY ﬁ
- 2z +8 signe de a signe de -a signe de -a sighedea,a=—1 e A
) math lyu:;( 7
@+1? |« £ 0+ + > ‘i
b ¥ e S o ¥
T AN /,_l
J(x) - 0 + 0 + 0 - ’
1-2 Calculer les deux limites suivantes : limf et Em f ( méthode détaillée )
— 00 oo
Ona: — lim 24+1=—-ocoet lim 24+1=+c0odon: lim (z+1)°=4occet lim (z+1)° =400
r——00 Tr——+00 rT——00 r——+00
8 1 1 1
—aveczréel nonnul , —22 — 22 +8=22|-1—"+ =|et lim —= lim —=0et lim —= lim — =0
x 2 rT——00T z——oco 12 r—+4oo X z—+o00 12
) . 2 8 . 2 8
d’ou : mgrzloo—l—g+?——1—2(0)+8(0)——1 et JEgrlloo—l—g—kp——1—2(0)—1—8(0)——1.
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec —1 <0 ) :
2 8 2 8
lim 22 |[-1— =+ — | =-occet lim 22|-1—- =+ —| =—-ocosoit: lim —2?2—-20+8=-o0ocet lim —a?—-21r+8=—00
T——00 x a;‘Q T—+00 X 332 T——00 xT—+00

Par conséquent pour lexpression produit f(z) = (—332 — 2z + 8) (x +1)% , on déduit avec les limites précédentes :

T——00

lim (—xQ _2x+8) (x4 1)2 — 0 et lim (_mz o 2$+8) (z + 1)2 N
xr——+00

Ainsi : | limf = —oo et limf = —oc0
—00 —+oo
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2) g est la fonction inverse de f (g=- ). page 3 / 27

~| =

2-1 ensemble de définition D, de g
Comme fonction polynéme , f est définie sur R . Par conséquent : pour tout réel x , z € D, < f(z) #0

D’aprés 1-1: f(z) =0z € {—4,-1,2} . Donc: 2 ¢ D, z € {—4,—-1,2}

Par conséquent : ’ D, =R—{—4,-1,2} =]—o0, —4[U]—4,-1[U]-1,2[ U ]2, +0o0] ‘ \—”‘7
A A
2-2 limites de g aux bornes de D, >\ ;’Y
b math lyct.'\
en +oo et en —oo D’aprés 1-2 : limf = —oco et limf = —oc0 . Y {
—o0 +o0 ‘“\Jr—\> '_&/—\, .
Le théoréme concernant la limite de I'inverse d’une fonction permet ensuite de déduire : V

1 1
lim — =0et lim —— =0soit: | limg =0et limg=20
T X —00 —+oo

remarque : ces deux limites étant égales au réel 0 , Paxe (Ox) : y = 0 est une droite asymptote & la courbe C, représentant

— —
la fonction g dans un repére (O, i, j) .
_ R . f(z) < 0 pour = élément de |—oo, —4]
—4~ et en —417 D’ 51-1 et 1-2: limf = f(—4) =0 et
e eten apres € Exlf F(=4) ¢ { f(z) > 0 pour x élément de |—4, —1]

Le théoréme concernant la limite de I'inverse d’une fonction permet ensuite de déduire :

1 1
lim — = —ocet lim —— = +oo soit : | limg = —oco et limg = +o0
e f () e 24 f(x) - !
r<—4 r>—4
remarque : avec ces deux limites infinies , on déduit que la droite d’équation réduite + = —4 est asymptote a C; .

f(z) > 0 pour z élément de |—4, —1]

—17 et —17 D’aprés 1-1 et 1-2 : 1i =f(—1)=0et
e eten apres € lfr{lf F(=1) ¢ { f(z) > 0 pour x élément de |—1,2[

Le théoréme concernant la limite de I'inverse d’une fonction permet ensuite de déduire :

1 1
lim — =4ocet lim —— = +oo soit : | limg = 400 et limg = +o0
1 F(2) 2 F(a) e e
r<—1 r>—1
remarque : avec ces deux limites infinies , on déduit que la droite d’équation réduite = —1 est asymptote a Cy

f(z) > 0 pour z élément de |—1,2[

27 et 27 D’aprés 1-1 et 1-2 : li =f(2)=0et
e eten apres © gnf 1) ¢ {f(aj) < 0 pour z élément de ]2, +o0]

Le théoréme concernant la limite de I'inverse d’une fonction permet ensuite de déduire :

1 1
lim —— = lim —— = —o0 soit : | limg = limg = — o,
ELH12 (@) +oo et meQ @) 00 soit %I_ng +o00 et %rglg 00 A P
<2 z>2 ) = “\/’
remarque : avec ces deux limites infinies , on déduit que la droite d’équation réduite z = 2 est asymptote a C, ] ) math - lycée( i
5 e
TR
Deuxiéme Partie : avec des fonctions rationnelles Y

‘ exercice 3 ‘ 1) Compléter le tableau suivant en utilisant le théoréme : f étant une fonction rationnelle , aux voisinages de +oo

et —oo , f(x) se comporte comme le rapport de ses termes de plus haut degré .

Pexpression donnée pour f(x) rapport des termes de plus haut degré de f(x) | comportement de f(x) en —oo et en +oo
1) f(x) = gx_—fz —3711‘ soit : —; ng:fg et Eg;f:,§

3) f($)=$ %fsoit:—Q l—igf:_QetEgéf:_Q

4) f(x):% 762;63 soit : %ﬁ ljgf:—ooet 1+ir£f:—oo

5) f(x) = _8$zx-|; ixgx—fglc +4 %23 soit : —2x l_1géf = 400 et Eg‘}f = —00
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2) Justifier les résultats précédents en utilisant une autre expression pour f(z) et signaler page 4 / 27

les éventuelles droites asymptotes & la courbe C; représentant la fonction f dans un repére d’origine O .

H—2x
Df(z) = 2 Jr; — une autre expression pour f(z) avec x élément non nul de Dy
= PR
) ) §E
-2+ — 24— 9o 2 _ el AT
f() 5—2x —2r+5 x[ er] X[ i ] 1 % 2+33 2+a? ) T
xT) = = = = - = = 4 -
6 6 Y na uc.-/
3z +6 3z +6 m[3—|—6] x [3+6] 5.9 5.9 \/1!h ly %
T / {
'—\v,/—\/ TV
— déduction de lim f et lim f Ona: lim —=0et lim —=0. Donc: o
— 00 +oo T——00 L T—+00
2+ > 24+ >
e =2 2 - » —2+5(0 2 2 2
lim 6$ = +500) =——c¢et lim 656 = +500) =—— . Ainsi: | limf = —- et limf = ——
I 3+ 6(0) 3 ot 342 3+ 6(0) 3 —oo 3 oo 3
x x 9
conséquence : ces deux limites étant égales au réel —3> la droite d’équation réduite y = -3 est une droite asymptote a Cy .
8xr+1
2)f(x) = % — une autre expression pour f(z) avec « élément non nul de Dy
x
841 8+ L
fay = Sl 1T T o) 1 Sty
xTr) = = = — _— = — —_—
222 +1 1 x2 1 x 1
x2{2+$2] {24—3:2] 2-1-?
1
— déduction de lim f et lim f Ona: lim —=0, lim —=0et lim — =0, lim — =0. Donc:
—00 —+o0 T——00 x——+oco r——00 r——+oo
T 1
8+ — 8+ —
1 8+0 1 8+0
lim — x L =0x + =0et lim — X L —0x i =0. Ainsi: | limf =0et limf =0
T——00 L 1 240 T—+00 T 1 240 — oo +oo
2+ — 2+ —
x x
conséquence : ces deux limites étant égales au réel 0 , I'axe (Ox) : y = 0 est une droite asymptote a la courbe Cy .
—22% 4 3z
3)f(x) = 9@2—:6% — une autre expression pour f(z) avec = élément non nul de Dy
3z
2 ) - 3 §
fay = —2Ese 2% 2 T2ty TG
x? 2?2 x T T
1
— déduction de lim f et lim f Ona: lim — =0, lim —=0et lim — =0, lim — =0. Donc:
—o0 +o00 T——00 r—+oo T T——00 r—+oo T
3 3
-2+ ~2 4 3(0) —2+ - —243(0)
li L _ — =—-2et li L — =—2. Ainsi : | [i =—-2et limf = -2
T 6 4 146(0)—4(0) CL T 6 4T 146(0)—4(0) insi : | limf et limf
14 —-—-= 14+ -—-—
x a2 x  x?
conséquence : ces deux limites étant égales au réel —2 , la droite d’équation réduite y = —2 est une droite asymptote & Cy .
_2,3 Tr — 1
4)f(z) = lb—‘_—é — une autre expression pour f(z) avec  élément non nul de Dy "
T — <
AP A
w1 71 7 1 2 K
3 _2 T T o Y matl V\.‘C.’.’/
P S [ 23 mJ B 2t mom ) T2tgog g
f(x) = 67 —3 = 3 = ; X —3 =x° X —3 -’-Vﬁ) ’i,.\/&
x[6—} 6—— 6—— v
T T x
1 1
— déduction de limf et lim f Ona: lim —=0, lim —=0; lm — =0, lim —=0; lim —=0, lim —=0.
—00 o0 r——00 r——+oo T——00 r——+oo r——00 x—+oco
2+ ! ! 2+ ! !
. w2 3 —2470)—(0) -2 1 . fT 2T 3 —=247(0) —(0) 1
D . 1 z z = = — = —— ¢t 1 i H4 = [ J——
one: lim "3 6= 300) 6 3%« 3 6 — 3(0) 3
T x
2 2

D’autre part : lim z° =+4+oco0et lim x

Tr— —00 r——+00

= +o00.

1
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet donc de déduire (avec —— <0 ) :

71 71
2+ 5= —2+ -

. 3 . 3
lim z2 x L° — _oet lim 22 x Z
T— —00 3 r——+00 3
6— — 6— —
T T

= —00 . Ainsi: | imf = —o0 et imf = —o0
—00 —+o0
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. —823 4+ 522 — 20 4+ 4
5 f(z) =

— une autre expression pour f(z) avec x élément non nul de Dy

422 + 3z —1
522 2z 4
3| o L 2 5 2 4 5 2 4
825 4502 — 2w 4 [ St T3 x3} B B ats S+ -a2ts
f(z) = _ - x oz T3 _ T x
422 4+ 32— 1 3z 1 x 3 1 3 1
2 |4+ — — — 4+ —-—— 1+ —-——-—
T X T T T xT
1
— déduction de limf et lim f Ona: lim —=0, lim —=0; lim —==0, lim —==0; lim —=0, lim —=0.
—o0 +oo T——00 T—+00 zafoon a:~>+oo$2 mﬁfoo:pg’ z—>+ooaj3
8+ > 2 + 1 8+ > 2 + 1
Bone: 1 @ E 8450 200440, BFIoEtE s -20+40)
am—oo 3 1 4+43(0) - (0) Tamtoe 3 T 4+43(0) - (0)
x a2 z 12
D’autre part : hIEl r=—00et lirf r=+00.

Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet donc de déduire (avec —2 <0 ) :

8—|—5 2+4 8—|—5 2+4
lim x x I3 x21 z? = 400 et lir_ir_l T X m3 x21 a? = —00 . Ainsi : | limf = 400 et Emf:—oo
1+ - - 1+ - -
T oz T x

3
3) comportement de g(z) et h(z) en —oco et en +oo avec : g(z) =2z — 1+ = et h(z) = —22° + 2° + 5 — =
x x

Préalable :

fonctions est applicable en —oco et en +00 dans chacun des cas

2

g et h se présentent sous la forme d’une somme de deux fonctions et le théoréme concernant la somme de deux

3 PR
g(z)=2x—1+— Ona:— lim 2z—1=-oc0et lim 2z —1=+ococar2>0 ,\_;}_/(/‘
1 1 3 1 3 : N math - lyeée( :
— lim = =0, lim —=0et>=3x=donc: lim ==30)=0, lim ~=30)=0 " ",
T——00 T—+oo x x T——00 Tr——+00 L o - <\
i | {V
£y

Le théoréme concernant la limite d’une somme de deux fonctions permet de déduire :

3 3
lim 22 —1+ —=—-oc0et lim 2z —14 — =400 . Ainsi : | limg = —o0 et limg = 400
T——00 T r—+00 x —o0 +oo
3, .2 2 ) 3 3 2 5
2)g(z) = =227 +2° +5— —  —avecwréel non nul , —22° +2° +5 =2 | -2+ — + —
s x x
D’autre part : e lim 23 = —00 et lir}rq 23 = 400
1 1
e lim —=0, lim —=0; lim —=0, lim — =0donc:
T——00 r——+oco T——00 r——+oco 1 5
mll)IElOO—Q—F;‘FE:—2+(0)+5(0):—2 et 111,2100_24_;4_;:_2+(0)+5(0):_2

1 5
ofrote]
xT T

Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet de déduire (avec —2 <0 ) :

page 5 / 27

1 5 1 5
lim 23 {—2—}—4—3} =+ooet lim 2? [—2—|——|—3} =—oosoit: lim —2z34224+5=+ccet lim —2z3+22+5=—00
r— —00 €T €T r— 400 xT €T T——00 Tr— 400
2
— 1 - — 1 — = : 1 _— = — = 1 _—— = — =
xEI—noo = 0, xEr-iI-loon 0 donc : xgriloo - 2(0)=0, xll)ar_loo = 2(0)=0
Le théoréme concernant la limite d’'une somme de deux fonctions permet ensuite de déduire : A_/TA\T(
: 2 . 2 ) i
lim —2z% +2245— — =+ocet lim — 203 + 22 +5— — = —00 . Ainsi : | limh = 400 et limh = —oc0 ) math - lycse(”
r— —00 X Tr——+00 xX —00 +oo > ‘ (r
- RLY
exercice 4 ‘ f est une fonction rationnelle représentée dans un repére d’origine O par une courbe notée Cy .
Calculer les limites demandées dans le tableau suivant et signaler les éventuelles droites asymptotes a Cy
Vexpression donnée pour f(x) | on donne aussi Dy | ce qu'il faut justifier
5 5
1)f(x)=3$+6 Dy =R-{-2} li{nf:§puis£i£r}f:—ooet£i£f:+oo
2) fla) = 2% 5T Dy =R—{-4,1} | limf t limf = +oo puis lim f ¢ lim f = +
)= ———"— =R—-{- imf = —oo et limf = 400 puis lim f = —oco et lim f = 400
22+ 32 —4 ! ’ 1- 1+ pus 7 —qt
2 —z . 5 . .
3) f(x):m D;=R—{2} li/nglfz1+§\/§pulslér}1f=—|—ooet1§r+nf=+oo
2
4 =—dr+1-—— D;=R-{3 limf = 400 et limf = —
) f(@) z + 3 f {3} imf = +co et limf = —oo
5) f(x):72x3+x+@ Dy =R - {0} 1(i)1}1fz+oo et l(i)IJZlf:JrOO
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N
Préalable | Dans cet exercice on utilise des fonctions f rationnelles ( on note : f(x) = DExi ) et on demande page 6 / 27
x

deux types de calcul de limites : type 1 : limf avec x¢ élément de Dy . On utilise limf = f(xo)
—— o Zo

N(z) — N(zg) réel non nul

T—Tg

type 2 : limf et limf avec xg non élément de Dy et le tableau de situation suivant :
) zg D(z) — D(x) =0

T—To

Dans ce cas : limf et liIJP f sont infinies et la courbe C; admet la droite d’équation réduite x = xo comme droite asymptote .
Ty o

5
1)f(x) = 516 ’ Dy =R—-{-2} ‘(pourtout réelz ¢ Dy 32+6=00=-2)
5
lillrn f= 9 1 est ¢lément de Dy . Comme fonction rationnelle , f est continue en tout réel de son ensemble de définition .
) 5
Donc : limf = f(1) = ————— =2
one: limf = (1) = 33575 = 5
Pg} f'==00 | avec ces limites infinies , on peut affirmer que la droite D situation | V(@) =5 N(z) 0,0
lini f=+oo | d'équation : z = —2 est une droite asymptote a la courbe Cy . T — -2 D(z) =3z +6 | D(z) T 0
—92 ——
Pour la suit til lément de D : f(z) = —° > bt
our la suite , on utilise pour = élément de Dy : f(z) = = = .
’ P f L e I R
Ona: lim = —oo car x < —2 entraine z +2 < 0 et lim = 400 car x > —2 entraine z +2 >0 ) K
r——-2 T+ 2 z——2 I + 2 > math cht;(
r<—2 ) w2 ) 7
S o
D’autre part : 3> 0 . Donc : Ilirgzg X g =T et mlirg?g X +o0 soit : P;I—lf = —o0 et 1_12Hif = 400 i 5. y

r<l—2 T>—2

,2,.2 51
2)f(x) = % Dy =R—-{-4,1} ‘(pourtout réelz , 2 ¢ Do’ +3r—4=0&(z+4)(z—1)=02=—-4douzxz=1
x T —
li}f} f=- avec ces limites infinies , on peut affirmer que la situation | N(@) = —22"+5z | N(x) 7 —52
lini f =400 | droite Dy : v = —4 est une droite asymptotea Cy. v 4 D(z) =2 +3z —4 | D(z) ! 0
4 T——
222 +5 —22%2 +5 —22% +5 1
Pour la suite on utilise pour z élément de Dy , f(z) = rIAoT voor et ov X
224+3x—4  (z—-1)(x+4) x—1 x+4
, =% +4b5r  —2(—4)°+5(—4) —32-20 52
D’autre part : 1) zEIE4 1 - -1 =——F =%
1
2) lim =—oocarx < —4 entrailnex +4 <0et lim —— = +oocar x > —4 entraine z +4 > 0
z——4x + 4 z——4x + 4
r<—4 r>—4
52
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire <avec = > 0) :
—222+5 1 —222+5 1
$1i124 j—+1 T % P = —o0 et xlinj4 mx_—|—1 T x P = 400 soit : liir}fz—oo et 1_i£1+1f=+oo .
r<—4 z>—4
li{nf = —00 | avec ces limites infinies , on peut affirmer que la situation | N(z) = —2z*+5z | N(z) — 3
lirglf = +o0o | droite Dy : z =1 est une droite asymptotea Cy. v—1 D(x) =2° +3z —4 | D(x) . 0
1 T
222 +5 —222 45 —222 45 1
Pour la suite on utilise pour « élément de Dy , f(z) = = _|3_c3;—_31 = @ _gi)(: +x4) = j—k—tl L pow
—222 45z —2(1)°+5(1) —245 3
D’aut t: 1) li = = ==
autre part : 1) lim — = (1)+4 5 5 A
AL A
2) lim = —oo car x < 1 entraine z — 1 < 0 et lim =+oocarz > 1 entrainez —1 >0 \' 7
r—1qx —1 z—lx —1 > math - lycée(
<1 z>1 / i, S
3 2
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire (avec 5 > 0) : -y _(\”— V
—222 45 1 —222 45 1
lim $+x>< = —o0 et lim :c—l—xx = 400 soit : limf = —oco et limf = 400 .
z—1 x+4 z—1 z—1 x+4 z—1 1- 1+
<1 z>1
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x? -z ’
922 — 362 + 36

Donc: o ¢ Dy« 922 —362+36 < 9(x—2°=0s2-2=0c2=2

3)f(z) = r=R—-{2} ‘ . Pour tout réel z , 92% — 36z + 36 = 9(22 — 4z +4) = 9 (z — 2)° page 7 / 27

.’L'Q—LL' £L'2—.’IJ

922 362 +36 9 (z—2)°

5
li/rpf =1+ §\/§ V/3 est élément de Dy. et pour tout réel z , f(z) =
3

Comme fonction rationnelle , f est continue en tout réel de son ensemble de définition . Donc : l\i/rg f=f(/3)
3

f(\/g)—(\/g)z_(\/g)— 3-v3  3-v3  (3-V3)(7T+4v3)  21412V3-TV3-12  9+5V3
C9(V3-2)2  9B-4vB3+4)  9(T-4V3) 9T—43)(T+4V3)  9[(12 - (4V3)2]  9(49 - 48)

9+5V3 5 5
f(ﬁ):izuf\/??. Ainsi : limf =1+ =3
9 9 V3 9

lé{nf =100 | avec ces limites infinies , on peut affirmer que la situation | N(@) =2%—=z N(z) - 2

lirglf =400 droite D : x = 2 est une droite asymptotea Cg. T — 2 D(x) = 9z* — 362 + 36 D(x) —5 0

2 Tr—

2 2 2
— — — 1
Pour la suite on utilise pour « élément de Dy , f(z) = 922 i 36;—!— 36— 92; - 233)2 _Z 9 T % . 2)2
2 2% —(2) 2
D’autre part : 1) lim 2% = 2 =@ =-
-2 9 9 9 \j—
]. 1 / A\
2) lim ——— = 400 et lim ———— = +00 car = # 2 entraine (z—2)7%>0 y \“7
“;:22 (:L. n 2) i:QQ (IZ' N 2) N math - lyeé { 2
: : 9 / i O
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire <avec 9 > 0> : L = ,_\,ﬁ
vV { /

Loz —z 1 R 1 . . . Va
lim X 5 = +oo et lim X 5 = +oo soit : limf = +o0 et limf = +oco
z—2 9 (x —2) z—2 9 (x —2) 2- 2+

r<2 z>2

2
4)(}"(1’):—4:1:%—1—Tif3 ’ Dy =R —{3} ‘ En effet : pour tout réel v , 2 ¢ Dy 2 —-3=0&c=3

1:13{11 =400 avec ces limites infinies , on peut affirmer que la )
f(z) est la somme de —4z + 1 et de — 3" D’autre part :

lirglf = —00 droite D : x = 3 est une droite asymptotea Cy .
3

1) lim —do + 1= —4(3) + 1= 11

2) — =-2x et lim = —oo car ¥ < 3 entraine x — 3 < 0 ; lim = +00 car x > 3 entraine x — 3 > 0
x—3 T — =3 T — x—3 T —
z<3 x>3 )
Donc : lim —2 x =4oo et lim —2 x = —oo car —2 < 0 soit : lim — = +o00 et hm—i —00
r—3 €T — T—3 xr—3 T—3 €T — T—3 -3
<3 >3 <3 >3
Le théoréme concernant la limite d’'une somme de deux fonctions permet ensuite de déduire :
2 2
lim —4dr+1- —— = tlim —dz+1- "2 =—o0. limf = t limf = — ¥
lim T+ ~—3 400 € im T+ ~—3 00 él:nf 400 € ;)I_Elf 00 \,\_/ \_,\7
<3 z>3 &= /
9 : / math - lycée o
5)f'(x):72wg+w+ﬁ ’ Dy =R - {0} ‘.Eneﬁet:pourtoutréelac,xgéDf<:>:c2:0<:>:c:O >ﬁ,—\> _\f—\/&
X e 4
V
lim f = 400 avec ces limites infinies , on peut affirmer que 2 2 1
0 3
f(z) est la somme de —22° + x et de 32352
1ir+nf = +oo | l'axe (Oy) : x = 0 est une droite asymptotea Cy . r r
0
D’autre part : 1) lim — 223 + 2 = —2(0)° +0=0
1 ! 2 2 2
2) hr%—2 = +o00 et hm — = +o00 car x # 0 entraine 2 > 0 et avec -~ > 0 on déduit : hm Lag = +oo et lim La = = 400
xTr— aj z—0
<0 z>0 r<0 >0

Le théoréme concernant la limite d’'une somme de deux fonctions permet ensuite d’obtenir :

2 2
lim — 222 + 24+ — = +oo et lim — 223+ 2+ — = +oo . Ainsi : limf = 400 et limf = +oo
=0 3x2 z—0 3x? 0- o+

<0 x>0
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22 +3x+6 222 -6z +5

exercice 5 ‘ f:ax— f(z)avec: f(z)= o g: x+— g(x) avec : g(x) = 2513 page 8 / 27
r=-—1 m:—é
Cq 2 A¥ X

. ) ¢
math - lyote
/_\H\/g Vv

AR
> math chc.-( <
Cf f')v f V

“1 ™M

S

22 +3x+6

1) fonction f:x — f(x) avec f(z) = T+ 1

1-1’ D;=R—-{-1} ‘.Pourtoutréelm,x¢Df<:)x+1=0<:>x:—l

une autre écriture pour f(z) z désigne un réel de Dy . On a:
¢ (ax+b)(z+1)4+c  ar®+ar+br+b+c a:c2+(a+b)x+b+c

ar + b+

r4+1 s+l J51 B 4 b z+1
3x+6 _
Donc : f(z) =ax +b+ ERPINL or ar”+(atbrtbte & 22 +3z+6=az?+ (a+bz+b+c
.’13—|—1 ],‘—|—1 x+1 24150 pour z€Dj

Deux polynoémes de méme degré sont égaux si et seulement si ils ont les mémes coefficients . D’ou :
a=1 a=1 a=1 a=1
(Ve eR, 2> +3z+6=az’+ (a+bz+b+c) < a+b=3 & b=3—-a ¢ b=3—-1 &< b=2
b+c=6 c=6-0> c=6-—2 c=4

4
Ainsi : | pour tout réel  de Dy , f(z )—x+2+?

1-2 limites de f aux bornes de Dy Dy =R —-{-1} =]—o00,-1[U]-1, +o0|

4 1
lim f = —o0; Emf = 400 | Je choisis d’utiliser la forme suivante pour f(z) : f(z) =z +2+ e =xz+2+4 ( n 1) .
—o0 oo x

Ona: lm z+1=—-c0et hm r+1=+4c0.
r——00 x—>oo

. 1 1 4 4
Donc : wErEloo$+ 1= 0 et zErJPoox—F 1= 0 et mkrpoox s 4(0) =0et mgrfoox 1 =4(0)=0 /\jfx__
D’autre part : lim x +2 = —oc0 et hm T+2=+00.
T Treo } math 1,;.._(
Le théoréme concernant la limite d’'une somme de deux fonctions permet de déduire : S <
4 4 N e V
lim 42+ ——=—occet lim z4+24+ —— =+oc0 . Ainsi: limf = —oco et limf = +o0 . L\/f
T— —00 T + 1 r— 400 T + 1 — 00 “+o00
P{I_l f=- avec ces limites infinies , on peut affirmer que la | Je choisis encore d’utiliser la forme suivante pour f(z) :
4 1
lirrif:—i—oo droite D : x = —1 est une droite asymptotea Cp . f()—13+2++1—33+2+4< +1>
-1
4 1 ) . 1
On a: =4 et lim =-—oocarz < —lentrainex+1<0; lim —— = +oocar z > —1 entraine x + 1 > 0
z+1 z+1 z——1x+1 -1+ 1
z<—1 r>—1
Donc : lim = —oo et lim =+4oocar4>0. Dautre part : lim z4+2=-14+2=1
z——1x+1 z——1x+1 rz——1
r<—1 r>—1

Le théoréme concernant la limite d’'une somme de deux fonctions permet ensuite de déduire :

4
=—ocoet lim x+2+ —— =+ocosoit: limf=—ocoet limf =-+oc0.
r——1 x+1 z——1 r+1 —1- -1t
r<—1 r>—1
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1-3 Pour justifier que la droite A : y = x + 2 est une droite asymptote & la courbe Cy il suffit de prouver : page 9 / 27

Tgr_noof(x) —(x+2)=0c¢et rgﬂr_loof(x) —(x+2)=0.

4 4
On a : pour tout réel = z)=x+2+4+ —— . Donc : pour tout réel z , f(z) — (z+2) = —— »
p , f(z) 1 p flz) = (2 +2) = —— A
. . EONTL ey
D’autre part : xgrgocm 1= 0 et Igr}goox 1= 0 ( prouvé en 1-2 ) . \ o
T B o _ . _ o _ 3 {
Donc : xkrzloof(x) (r+2) = mEr_noor i 0 et mgar_lmf(x) (x+2) = zggr_lmx i vy (Vv
La droite A : y = x4+ 2 répond bien a la définition d’une droite asymptote a la courbe Cy .
Etudier la position relative de la courbe Cy et de la xeDg d —1¢ Dy +oo
droite A : y = x + 2 revient & comparer les ordonnées x+1 — +
de deux points de méme abscisse z (z € Dy ) Ym—Yp = 11 _ .
— l'un , noté M , situé sur C; et d’ordonnée : yyr = f(z) 450"
— lautre , noté P, situé sur A et d’ordonnée : y, = + 2 position de C; ym < Ve Ym > e
Avec z élément de Dy soit = distinct de —1: par rapport C; en dessous C; au dessus
4 3 de A de A
ym —yp = f(x) — (x +2) = ol D’ou le tableau ci-contre : ap
x

—22% — 6z +5 3 3
2) fonction g : x — g(z) avec g(x) = ”132—+”;+O 2-1| D, =R - {—} . Pour tout réel z , x ¢ Dy =22 +3=0&z = ~35

une autre écriture pour g(z) z désigne un réel de Dy . On a :

c (ax+b) 2z +3)+c  2ax®+3ax +2bx +3b+c  2ax? + (3a + 2b)x + 3b+ ¢
ar + b+ = = = . Donc
2z 43 296—&53 ) x—i—lb ; 20+ 3
-2z —6 5 2 3a+2 3
gx) =ax+b+ RN . rio_ 2w +@Batbetdbte & —22% — 62+ 5 = 2az® + (3a + 2b)z + 3b+ ¢
r+1 2¢+3 2+ 3 2x+3#0 pour x€Dy
Deux polynémes de méme degré sont égaux si et seulement si ils ont les mémes coefficients . D’ou :
2a = —2 a=—1 a=—1
(Vo € R, =22 — 62+ 5 =2a2? + (3a+2b)x +3b+c¢) & 3a+2b=-6 << 2b=-6-3a << 2b=—6-3(—1)
3b+c=5 c=5-3b c=5—-3b
y ¢ a = —1 a = _1 a = _1
DA _3 5
(‘v’xER,—2x2—636—1—5:2aac2+(3a+2b):r+3b+c)<:) 2% =-3 & 527 & b:—g
-3 1
=5- =5—-3(— = —
c=5-3b c < > > c=
Ainsi | Pour tout réel z de D (x) 3+ 19
insi | Pour tout réel = de T)=—T— -+ —<
99 2 " 2(2z +3)
3 3 3 —222 -6 5
1-2 limites de f aux bornes de D, D,=R~— {—2} = } —%0,~5 {U } 3 —i—oo[ . Je choisis d’utiliser : g(z) = x2z—+:§+ .
limg = 400 ; Em g = —00 |— une autre expression pour g(x) avec z élément non nul de D,
6z )
22— S+ = 5 6.5 L, 6.5
_2$2—6$+5 € |: $2+$2 $2 2 E+? 2 ;"‘?
Ona: g(x)= 213 = 3 =—x 3 =z X 3 .
X T |: 9 + :| X 9 +2 2 + = 5 /A.\_/) \'~"’\‘7
x x X ./'\ /“.
1 ) math - lycée(
— déduction de limg et limg Ona: lim —=0, lim —=0et lim — =0 m — =0 S {
— 00 +oo T——00 L r——+00 z——ocox2 z——+o0 2 o Vo T o y
2 0 + 0 9 6 i 5 L
AT L T2 —2-6(0)+5(0 -2 AT L T2 —2-6(0)+5(0
Donc : lim $3x2: ()+():7:_1; lim x3:1c2: ()+():_1
D’autre part : lim z = —ocoet hr—s{l x = 400 . Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet de déduire :
6 5 6 5
—2-—+—= “2-—+—=
lim o x —2 2" — 4o0et lim o x —EF % = ococar: —1 < 0. Ainsi : limg = 400 et limg = —c0 .
xr— —00 3 x——+00 3 —00 “+o00
2+ — 2+ —
x
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avec ces limites infinies , on peut affirmer que la

lim f=—-oc0; lim f=+oc0 g Ay
= ’ 3 2 age 10 / 27
7% 7§+ droite D : x = —~ est une droite asymptotea C, . o e pag /
B B 2 Ay o
Pour la suite , jutilise : g(z) = (—22% — 6z + 5) x L 19
et le tableau de signe de 2z + 3 . . N(z) = =22 = 62 +5 9367%
situation 9
3 3
X =00 ~ 5 +00 T — —5 D) 2 \ D(z) _)3 0
signe de —a signedea, a=2 x) =2z + s
2x+3 e 0 + )
3\? 3 9 9 19
On a: lim3 (72x276x+5) =-2 (2> —6 <2) +5=- <4> +94+5= f§+14: 5
K 1 3 1
D’autre part : lim3 w13 = —oo0 car x < 3 entraine 2z + 3 < 0 et lim3 7 13 = +4o00 car ¢ > —— entraine 2z + 3 > 0
Gl m~>7§ z~>7§
3 3
r<— B r>— 9
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet donc de déduire ( avec 5 > 0) :
1
lim3 (—2332 —6a:+5) X 513 = —o0 et lim3 (—2332 —63:—&—5) X 57 13 = +o00
mﬂfi mﬂ—i
3 3
r<— z>— 9
soit : lim g = —oo et hgr)qrg =400
2 "2 ;
2-3 Pour justifier que la droite A : y = —x — 3 est une droite asymptote a la courbe C, il suffit de prouver :
lim g(x) 3) Z0et lim g(x) 3) Zo
im g(x)— |—-x—=)=0et lim g(x)— |—-x—=]=0.
m—>—oog 2 m—»+oog 2 \—’A‘—/
3 19 IR A
D’apres 2-1 : Pour tout réel z de Dy , g(z) = -2 — = + ———— . S i ¢
2 22z +3) oo W
D tout réel @, f(z) — (~z— 2) = 5ol = U i =G
onc : pour tout réel z |, f(z) — (v — )= ——F— = — X —— S
P 2 T 2022+3) 2 22+3 N
V™) y
L, /,_\
Ona: lim 2x+3:—ooet,lir11 2 4+3=+oc0car2>0. N
19 19 19 19
D c i =0et N =0et lim ———=—(0)=0et lm ———==—(0)=0
R N v R P W marn Bl N7 ooy Bl S W7 e R A
Donc : lim g(x) x 5 lim 19 Oet lim g(z) x 5 lim 19 0
N —(-z—=)= 1 = i —|—z—z )= 1 =
La droite A : y = —x — 3 répond bien & la définition d’une droite asymptote & la courbe Cy .
3
Etudier la position relative de la courbe Cg et de la droite A : y = —x — 3 revient & comparer les ordonnées de deux points
3
de méme abscisse z (x € Dy ) xeD, -eo ~3 Z Dg oo
— l'un , noté M , situé sur C, et d’ordonnée : yn = g(z) 2x+3 — +
3
— lautre , noté P, situé sur A | d’ordonnge T Yyp = —x — ) o ,;: ﬁ _ +
Avec z ¢lément de D, soit x distinct de —~: 2
3 19 position de C, ym <ye ym >Yyp
ym —yp = g(x) — <—m - 2) = m . par rapport C; en dessous C; au dessus
. aiA de A de A
D’ou le tableau ci-contre :
Ly
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423 — 132 + 13

exercice 6|1) 0 ide : : =
‘ ) On considére f : x +—— f(x) avec : f(x) 22 +2—6

page 11 / 27

3
-2,2

1-1
2

o)

Pour tout réel z , x ¢ Dy < 222 +2 -6 =0

—2 est une racine de 222 +x — 6 car : 2(—2)°+(=2) —6=8—-2-6=0.
Donc 222 4 x — 6 est factorisable par o + 2 et pour tout réel x :

222 + 2 — 6= (x+2)(2z — 3)

Dou:z¢ Df< (z+2)(2x—3)=0

3
puisxgéDf<:)x+2=00u2m—3=0©m:—20ux=§

limites de f aux bornes de Dy /\)—/u&/
3 3 3 2
py=n {22 o] 2 2fo] | Dt
b "o, T
L\/A

lim f = —o0; lim f = 400
—00 +o0

— une autre expression pour f(z) avec = élément non nul de Dy

13z 13 13 13 13 13
3 4 — == -
423 —13z4+13 " [ B +x3} 2 A5t A-5+t3
fz) = P pn— = " 5 :x—2>< T =X T 6
x2[2+—] 2+ ——-— 2+ ——-—
2 22 x oz T T
1 1
— déduction de limf et lim f Ona: lim —=0, lim —=0; lm — =0, lim —=0; lim —
—00 —+o00 r——00 r——+oo rT——00 r——+oo r——00
4 13 n 13 4 13 . 13
T 2T 3 4-1 1 4 T2t .3 4-1 1
Donc : lim N 3(0) +13(0) =—-=2; lim R L 3(0) + 13(0) _
z——00 1 6 24 (0) — 6(0) 2 z—+00 1 6 24 (0) — 6(0)
24+ ——— 2+ —-—-—
T T oz
D’autre part : liIEl Tr=—00et 1i1}_1 T =+00.

Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet donc de déduire (avec 2 >0 ) :
13 13

/
.

> math Iyu:;(

lim z x z L = —coet lim x x L L~ = +oo soit : limf = —co et limf = 400 . V™) A v
T——00 1 6 r—+400 1 6 —00 400 L-\/
24— —— 24+ ——-—
T T T T
1 — . . . . _ 3
5{1 f=+o0 avec ces limites infinies , on peut affirmer que la situation N(z) =42° — 132+ 13 | N(x) 7 7
lim f = —o0 | droite Dy : # = —2 est une droite asymptotea Cy. T — —2 D(z) =22+ 2 —6 D(x) -, 0
2 PR
Pour la suite jutilise : f(z) 423 —13x 413 42® — 13z +13  42® — 13z +13 y 1
! ' T 22+2-6  (@+2)2z-3) 223 z+2

4% — 132+ 13 4(-2)° —13(-2)+13 —32+26+13 7

Ona: lim ——

o—-2 22 —3 2(-2) -3 —4-3 -1
1
D’autre part : lim = —oo car x < —2 entraine x +2 < 0 et lim = +oo car z > —2 entraine x + 2 > 0
z——-21 + 2 r——-21 + 2
r<—2 r>—2

Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ((avec —1 < 0) :

. 423 — 13z +13 1 423 — 132+ 13 1
lim X = +o00 et X
r——2 20 — 3 ZC+2 2z — 3
r<l—2

= —00 soit :
x+ 2

lim
r——2
r>—2

limf=+4oc0et limf=—o0.
—2— —2+

lim f = —o0
3-
2

N(z) =42% — 13z + 13

avec ces limites infinies , on peut affirmer que la situation

N(z) - 7

xr—

3
lim f = +o0 droite D : = = est une droite asymptotea C, . T—3 D(z) =224z —6

3+

D(x) - 0

Tr— —

2
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423 — 132 4+ 13 423 — 132 + 13 423 — 132+ 13 1

Pour la suite j’utilise : = = = 12 / 27
our la suite j'utilise : f(x) Gy p— G2 3) P ><296_3 page /
3
3 3 27 39 26 14
. 4(=) —13( = 3 2L _ 22,2 =
. 42?13z 413 (2) (2)+ 5 T3ty 3 14
Ona: lim = — — 2 _ % _o
3 x+2 3 9 i 7 7
3
D’autre part : en utilisant le tableau de signe de 2x —3 ona: x < ) entraine 2z +3 <0 et z > —5 entraine 2z +3 > 0
3 R - ~ _
x -0 : +oo Donc : hn%)) 573 0o et hr% 57— 3 400
2% — 3 signef—a 0 signedea, a=2 IH; IH;
x<§ a:>§
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet donc de déduire ( avec 2 > 0) :
4a3 —1 1 1 43 — 1 1 1
lim — Se + 13 X — —coet lim — se + 13 X = +o00 soit : limf = —o0 et limf = 400
3 42 22 -3 3 x4+ 2 20 -3 3- 3+
2 2 2 2
3 3 .
<3 72 N e O
1-2 Les réels a, b, ¢ et d tel Vo€ Dy, f(a) = az+ b+ —e 4 2 ko
-2 Lesréelsa ,b,ce els que : Vz , fz) =ax 2 S
d ! z+2 2z -3 ) math - lyeée(
x est un réel de Dy . On note E(z) = ax + b+ C2+2 3.Ona: L\L,_\ ; (
x T — vy £y
B(x) (az +b)(z +2)(2z — 3) + (22 —3) +d(x +2) (az +b)(22% + z — 6) + c(2z — 3) + d(z + 2) Ve
xTr) = =
(z +2)(2x — 3) 222+ 2 —6
Br) = 2ax® + az? — 6ax + 2bx® + bx — 6b+ 2cx — 3¢+ du +2d  2ax® + (a + 2b)2® + (—6a + b+ 2¢ + d)x + (—6b — 3¢ + 2d)
= 222+ 2 —6 B 202+ —6
p ) b fa) = B )®4x3—13x+13 2az3 + (a + 2b)x? + (—6a + b+ 2c + d)z + (—6b — 3¢ + 2d)
I cons nt : f(z) = E(x =
ol conseque 202+ -6 2024+ 2 -6
f(z) = E(z) & 423 — 13z + 13 = 2az® + (a + 2b)z? + (—6a + b + 2¢ + d)x + (—6b — 3¢+ 2d) ( 22® +  — 6 # 0 pour z € Dy )
Deux polynémes de degré trois sont égaux si et seulement si ils ont les mémes coefficients . Donc :
2a =4
a+2b=0

(Vz € R, 423 — 13z + 13 = 2az® + (a + 2b)a? + (—6a + b+ 2c + d)z + (—6b — 3c + 2d)) <
—6a+b+2c+d=-13

—6b—3c+2d=13

a=2 a=2 a=2 a=2
2b = -2 b=-1 b=-1 b=-1
= = = 54
2 +d=6a—b—13 2+d=12—(-1)— 13 2+d=0 d=—2c
—3c+2d =6b+ 13 —3c+2d=—-6+13 —3c+2d=7 —3c+2(—2¢) =7
a=2 a=2 a=2
b= -1 b=—1 b=-1 . 1 2
&= & =3 Ainsi : | pour tout réel z de Dy , f(z) =2z —1—
—Tc=17 c=-1 c=—1

1-3 Pour justifier que la courbe C¢ posséde la droite A : y = 2z — 1 comme droite asymptote il suffit de prouver

hm f() (x—l)—Oet hm f() (2c—1)=0.
O 1-2 tout réel x de Dy, f(x) =2 1 L + 2 d flx)—(2 1) ! + 2

n a prouvé en 1-2 : pour tout réel = de r)=2r—1———+4+ ——donc: f(z)—(22z—-1)=— —

prouy P f v+2  22-3 c¥2 2w-3
Dautre part : lim z4+2=—-0c0; lim x+2=40c0et lim 2z —3=—-00; lim 2x —3 =400 car 2> 0 et =2 X
w—>—1<x> 9 T—+00 T——00 1 5 T—400 20 — 3 2¢ — 3

D : i — =— 2(0)=0et lim - =—(0)+2(0)=0

one xirzloo 42 20 — 3 (O) + ( ) ¢ I‘l’rj{loo x+2 20 -3 ( ) " ( ) v/
Soit : hm f( )—(2z—1)=0et hm f( )—(2z—-1)=0. i
La droite A : y = 2z — 1 répond bien a la définition d’une droite asymptote & la courbe Cy . L\/_‘L [v<
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Etudier la position relative de la courbe Cy et de la droite A : y = 2z — 1 revient & comparer les ordonnées page 13 / 27

— T'un , noté M , situé sur C, et d’ordonnée : ypr = f(x)
de deux points de méme abscisse z (xz € Dy ) : ’ T !
p ( £) {H lautre , noté P, situé sur A et d’ordonnée : y, = 2z — 1

3
Avec z élément de Dy soit « distinct de —2 et de ~:

f(2) — (22 — 1) 1 N 2 -2z -3)+2(x+2) —22+3+2zx+4 7
—yp=flz)— 2z —-1)=— = = =
g —yp itz 203 (z +2)(2z — 3) 222 + 2 — 6 2% + 2 — 6
7 étant strictement positif , le signe de Gy p— T 00 _o 2 +00
( qui est égal & ypr — yp ) est celui de 222 + 2 — 6 o2 . sione d signe de - signe dea, a=2
3:1: + T — b 91g;lle+e a () Clglle_e a () +

pour z élément de Dy . D’ou la discussion suivante :

3
1¢"cas : = € |—00, —2[ U} ok +oo{ . D’aprés ce qui précéde : 222 +x — 6 > 0 et donc ypr — yp > 0 soit : yar > yp . Les points

Cy ayant une abscisse x strictement inférieure & —2 ou strictement supérieure a B sont situés au dessus de A 1y =2z — 1.
; 3 . .
2°M€cas : x € ]2, 3 { . D’aprés ce qui précede : 222 + 2 — 6 < 0 et donc yar — yp < 0 soit : yar < yp .

. . . . 3 .
Les points de C; ayant une abscisse z strictement comprise entre —2 et 3 sont situés en dessous de A .

Troisiéme Partie : avec des fonctions utilisant des radicaux

exercice 7 ‘ Calculer les limites indiquées dans le tableau suivant

I'expression donnée pour f(z) | on donne aussi Dy ce qu’il faut étudier
1) f(z) =2z -5 Dy = g,—Foo Emf:—i—oo
2) 22 +2\/x Dy =R* Emf =400 5 o
e} \ /
Va2 1 1 1 NLF A
3 J@) =53 by =R {2} mf=—getlmf=3 L K¢
\/‘» math cht;r\/
4) f(z) =vda?+2z+1 Dy=R Emf:Jroo et limf = +oo % <
z+1 . - L_“v'/—\) Vv
5) f(z) = Dy =]—00,—1]U]1,+0o0[ | imf =1 puis limf = +oo X
z—1 +oo 1+ WV
922 +5 )
G)Jc(ﬂﬁ):\/mgJrl Dy =R limf =3
Vi =122z +7) 7 . I 1
7 = Dy=|—= -{1 limf = = et limf = ——
) @) = o1 r= Tyt [imf=petling= -7

un rappel des outils
— Pour tout réel X , vV X? = | X|
— pour tout réel z , \/u(x) est défini si et seulement si : wu(z) est défini en étant positif

— lorsque f est du type : x — /u(x) et que I’on demande lign f avec ? symbolisant un réel xo de Dy ou —oc ou +00

on peut suivre la démarche suivante :
1) examiner le comportement de u(x) au voisinage de ? (utiliser éventuellement les techniques concernant les fonctions
polynomes et les fonctions rationnelles ) .

2) utiliser le comportement trouvé pour u(x) et les limites de X — +/ X pour déduire lign f . Trois cas sont possibles :

X difi tend vers
1"cas : glcin%u(x) =aqaaveca >0. Alors : 1i7mf = alciin?\/ u(z) = )I(igla\/ X=Va (HIZr(s:Zule Z ?:érml()i \:eeI;s ;/ers a)

26Mecqs : limu(x) = 0 avec u(z) >0 . Alors : lii17nf = }:iir;?\/ u(z) = )l(iinox/ X=v/0=0

z—7
X>0
3¢mecas ilir})u(x) =+o00 . Alors : li%nf = iiir}?\/ u(x) = Xl—ig-loo\/ X =+o0
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5 5
Df(z) =v2x -5 Df:{Q,—&—oo[ .Pourtoutréelx,wEDf<:>2m—5>0(:>2x>5®x>§ page 14 / 27
On a: hrf 2x — 5 = 400 car 2 > 0 Donc en posant X = 2z — 5 on déduit : lirf vV 2r—-5= Xlim vV X =+
T—T00 T——400 ——+o00
Ainsi @ limf = +o00 . A
+oo < 7
\/\__/) \_/\7
2)f(z) =22+ x Dy =R" |. Pour tout réel z , x € Dy < x>0 J’>1.-.,(h tyese(”
5 "
Emf =400 |[Ona: hT 2?2 = 400 et hm /T = +oo . Donc : lilf 2% + /T = +00 soit : Emf =400 . b ) Arvﬂ
Va2 1 1
S)f(:L')—2 11 Df:R—{2} .Pourtoutréel:c,x220doncvx265tdéﬁniet:mGDf@2x—1:0<:>x:§
o —
1 1 Va2
ljrolfolf =3 Erorclf = +§ Avec x réel non nul de Dy , f(z) = 2xi 1= 2x|x_| 7 car pour tout réel z : vVa? = |z| .
Au voisinage de —oo , on peut supposer x < 0 et |z| = —x Au voisinage de +o00 , on peut supposer > 0 et |z| = x
|z —x —x -1 || x x 1
D : = = = = D . — — — —
one: J(#) = 503 T =1 1 I one: J(0) = 50 1 T 51 1 1
x|2— = 2—- z(2-= 2—--—
x X x x
D’autre part : lim — =0 D’autre part : lim — =0
T——00 1 1 1 r—-+00 1 1
Par conséquent : acEIPoof(x) = 9611}_11002_71 = -0 = —5 Par conséquent : xEToof(x) = xEij = 50 = 3
1 v 1 v
Ainsi : lj{.rolf:fi Ainsi : Eg.}f:f
) f(x) =VAx? + 22+ 1 Dy =R |. Pour tout réel z , x € Dy < 4a® + 22+ 1> 0

Le discriminant A de 422 + 2z + 1 vaut : A = b2

A étant strictement négatif , 422 + 2z + 1 n’admet pas de racine et est de signe constant sur R :

—dac=(2)2—4(4)(1) =4 —16 = —12

celui de son coefficient

dominant a égal a 4 . Donc pour tout réel x , 422 +2x + 1 > 0 et & € Dy est vrai .

lim f = +00; Emf = +00 f(x) est de la forme

u(x) en posant :

u(z) =

422 + 22 + 1

1
— comportement de u(z) aux voisinages de —co et de +0o . Avec x non nul , u(z) = 422 + 2x + 1 = 22 (4 + =+ 2)
T T

1 1 1 1
Ona: lim —= lim —=0et lim —= lim — =0.
T——00 T 2”E—> 01051,'2 r——+oco r— 400 :L'Q
Donc : lim 4+ — +——4+2(0)+0:4et
D’autre part : hm 2% = 400 et lirf_l 22 =400 .

2 1
lim 4+ —+—=4+2(0)+0=4
r—+00 €T x

Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet d’obtenir avec 4 > 0 :

2 1 2 1
lim 22 (4+ =+ — ) =+occet lim 2?24+ =+ = | = +ocosoit: lim u(x) = +occet lim u(x) = +oo .
T——00 €T 1‘2 r— 400 €T :EZ Tr— —00 Tr——+00 v/ -
— déduction du comportement de f(z) aux voisinages de —oo et de +00 . En posant X = u(x) on obtient : N NS \_If\_{'
lim f(x) = lim U(.’E) = lim vV X =4oc0et lim f(q;) = lim U(:L') = lim ﬁ: 400 . 7 math - lycé \/ )
T——00 T— —00 X —4o00 T—+00 T— 400 X —+o00 >
= TV
z+1 e
5 f(z) = 1 ’ Dy =]—00,—1]U]1, +o0] ‘ . En effet :
r —
x -o -1 1 +o0
Pour tout réel x , - -
x+1 41 r+1 signe de -a signede|a, a=1
xEDf@xfl;éOt7>O<:>z7é1et7>0 - *
1 T+ z—1 -1 signe|de -a signedea,a=1
En utilisant le tableau de signe de —— , on déduit : - - 0 +
- zHl 0
r €Dy &z €l—o00,—1]U]L, +oo| w1 * - +
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z+1

Emf =1 f(x) est de la forme y/u(x) en posant : u(z) = T page 15 / 27
oo €Xr —
— comportement de u(z) au voisinage de +00 . Avec z non nul et distinct de 1 :
1 1 1
|1+ — 14 = 14 =
1 < > + 1 + 1+0
u(z) = itl = ( T> = Zf . D’autre part : JEI-‘POO; =0 . Donc : ﬁgrfoou(x) = ‘EEI-‘,I}OO 313 = % =1
e(1-=) 1-= 1- =
x x x
— déduction du comportement de f(x) au voisinage de +oo . En posant X = u(x) on obtient :
lir}rl (z) = lir}rl Vu(z) = )l(imlx/ X=+v1=1. Ainsi: 1+imf =1.
: z+1
hr+n f=+4x f(x) est de la forme y/u(x) en posant : u(z) = 1
1 T —
1 1
— comportement de u(z) au voisinage de 1t . Avec x strictement supérieur a 1 : u(z) = v 1= (x+1) x .
T — T —
1
D’autre part : limlil:—koo car x < 1 entraine x — 1 > 0 ; lirr11z+1:1—|—1:2
rx—1 r — Tr—
xz>1
Donc : lim (z+ 1) x =+00 (2>0)so0it: limu(z) =+oc0 i o
x—1 —1 z—1 e S, A
x>1 z>1 \ AW, \._,"‘H/
; {
— déduction du comportement de f(x) au voisinage de 17 . En posant X = u(z) on obtient : : ) math - lyeée( .‘
. _ _ _ . _ T {
%1311 f(z) l:ml Vu(x) X1—1>r-Ii-1<x>\/ X = +o0 . Ainsi : liglf +o0 by i
x>1 z>1 /—\ /
6)f(x) NG D; =R |. Pour tout réel eD; e +14£0et 205y
) =1 —5—— = . Pour tout réel z , x et —5—— .
22 + 1 f ) f 24+1 —

avec 9 > 0 : 9w2ZOpu189x2—|—525etdon09w2+5>0

D’autre part : pour tout réel z , 22 > 0 entraine
P P = {x2+1zletdoncx2+1>0

922 +5
x2+1
ayant ses numérateur et dénominateur strictement positifs ) .

922 +5
lim f =3 st de la fi sant =
Eorolf f(z) est de la forme /u(z) en posant : u(x) 21

Par conséquent : est défini pour tout réel z ( 22 +1 > 0 donc 22 + 1 # 0 ) en étant strictement positif ( comme quotient

— comportement de u(z) au voisinage de +00 . Avec z non nul et distinct de 1 :

5 5 5
2
9 x (9—|—2> 94+ = 1 94+ =
u(x) = 95c2 5 RAVAN 5”12 . Or: lim — =0.Donc: lim u(z)= lim 3012 = 9 +5(0) =9
x? x? )

— déduction du comportement de f(z) au voisinage de +00 . En posant X = u(z) on obtient :

liI_’I_l flz) = lir_ir_l Vu(z) :)l(imgx/ X =+v9=3. Ainsi: Li_mf:3.

Nf(x) = (z = 1)*(2z+7) Dy = . +oo| — {1} |. Pour tout réel z , € Dy < 322 + 92 — 12 # 0 et (x — 1)2(22+7) >0
J 3a2 492 —12 F= 2’ ' ’ f -

1 est une racine de 322 + 9z — 12 car : " 7 1

-eo -3 +00
312 4+9(1)—12=34+9-12=0 A
( ) ( ) (:l.‘ _ 1)2 * * J) *
Donc 322 4 92 — 12 est factorisable par z — 1 et
) signe de -a signede |a , a=2
pour tout réel z , 3z% + 9z — 12 = (z — 1)(3z + 12) 2z +7 - 0 + +
dot: 322 4+92—-12=0<z2z—-1=00u3z+12=0 (- 1)*(22 +7) _ ? " ? +

soit : 322 +9r —12=0&2=1oux=—4
En utilisant ce qui précéde et le tableau de signe de (x — 1)?(2z + 7) > 0 on déduit pour Dy :
7 7 7 7
ze€EDfe (z#letx#—4)eta e {—2,4—00{@3:6 {—2,4—00{—{1} car: 1€ [—2,+oo{et —4¢ [—2,4—00{

7
D’ou le résultat : Dy = [—2,-1-00 [ —{1}
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1}{111" = 00 situation N(z) =+/(x —1)>2x+7) | N(x Q 0
lim f = —o0 z—1 D(z) = 322 + 9z — 12 D(x —1>0
1+ xr—

— une autre expression pour f(z) avec z élément de Dy

V@ =122 +7

f@) = 3z2 4+ 9z — 12 (x—1)(3z +12)
f(z) = \x — 1 m : pour tout réel X \/7

V(e =122z +7) _

( D’apres 'étude de Dy :

| X| (utilise avec X =2 —1) .

Dou: f(x)=

|z —1|

page 16 / 27

20 +7>0et 322+ 92 — 12 = (x — 1)(3x + 12))

o V2 + 7

(z— DBz +12)

z—1 3x + 12

Pour écrire f(x) sans le symbole de la valeur absolue , on est amené a considérer le signe de z — 1 et donc a se placer naturellement

aux voisinages 1~ et 1T

’avechDfetm<l‘ Py avechDfetx>l‘
/.\_/\ A
x<lentralnez—1<0et|z—1]=—(z—1) 2 zh|-~-/7\‘ x> 1lentrainex —1>0et |z —1]=2-1
~1] V2w +7 -1 V2 +7
Donc : f(z) = [z =1 x Yart devient : 2\/‘\, ~ Donc : f(z) = o = 1 x Yrt devient :
r—1 __ 3x+12 LA r—1 " 3z+12
f(x)_—(m—l)X\/2x+7__\/2x+7 f(:n)—w_l V2 +7  \2x+7
oz —1 3412 3z +12 Cxz—17 3r412  3x+12
V2 7 \V2(1)+7 3 1 2 7 2(1)+7 3 1
D'ou : lim f(z) = lim — Tt =— )+ =——=—- D’oﬁ:limf(aﬁ):lm\/x+ :\/()+ = — ==
] =1 (Bz+12) 3 +12 15 5 PR “1(3z+12) 3(1)+12 15 5
r <1 1:r<1 xz>1 1 x>1
Ainsi : lir}lf =-x Ainsi : 1ir+nf =t
remarque : f n’admet pas de limite en 1 car : limf # lir+n f-
— 1- 1

exercice 8 ‘ Dans chacun des cas suivants f(z) est de la forme vax? + bz + ¢ — (mz +p) avec a > 0 .

Le polynéme az? + bz + ¢ étant toujours du signe de a aux vois

aux voisinages de —oo et de 400 avec a > 0 .

inages de —oo et de 400 , Vaz? 4+ bx + ¢ — (mx + p) est défini

Dans chacun des cas suivants on commence par examiner si le théoréme concernant la limite d’une somme de deux fonctions

est applicable avec u: ¢ — Vaz? + bx +cetv:xz — —(mz +p) .

polynéme ax? + bx + ¢ se comporte comme son terme de plus h

Pour cet examen on utilise : aux voisinages de —oo et de 400 , le

aut degré (a>0)

Pexpression donnée pour f(x) ce qu'il faut justifier
1) f(z) = V1622 + 8z + 3 — 2z limf = +o0 et Emf: +00 v\.f*_/
— 00 o) A ), $ A
F O e
2) f(x) =vV4ax?2 —Te+5+Tx+3 limf = —oco et limf = 400 ) 7
— r l:‘ math lycc.(
3) f(z) =v2522 —30z+12—52+3 | limf =0 % ~7
+o0 % — ™\ \/ ‘
4) f(x) = V222 + 102 + 3 — 2v/2 Emfz% Bl o8,
o \,V/
5) f(x) =v1622+8x+3—4x+1 Emf:2
1)f(z) = V162? + 8z + 3 — 2z f(z) est la somme de V1622 + 8z + 3 et de —2z
T~ situation | V1622 + 8z + 3 se comporte comme V16x2 =4 |z| = — -2z théoréeme "somme"
im f = 400
o0 T — —00 1622 + 8z +3 — +00 —2r — 400 | applicable

Tr— — 00

8
— V1622 + 8z + 3 = \/zQ (16+$§+

-

1
— =0dou:

1
Ona: lim [z|=+o0; lim —= lim — lim
r— —00 T——00 T——00 T— —00
. . 8 3 _
Par conséquent : lim |z[4/16 + — + — = 400 car 4 > 0 soit :
T——00 T
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8x 3
16+ﬁ+ﬁ

,/16+ +—
1/16+ +— V16 +8(0) +3(0) = V16 = 4

lim /1622 4+ 8z + 3 = +0

T— —00
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— lim —2x = +o00 . Le théoréme concernant la limite d’une somme de deux fonctions page 17 / 27

r— —00

permet ensuite de déduire : lim /1622 4+ 8x + 3 — 22 = 400 soit limf = 400

Tr— —00
T — situation 1622 + 8z + 3 se comporte comme V1622 =4 |z| = 4z | —2x théoreme "somme"
im f = 400
—oo T — 400 1622 + 8z +3 — 400 —2x — —o00 | inapplicable
T—+00 T—+00

Intuitivement : dans cette situation deux infinis de force différente ( I'un de 4« , autre de —2z ) s’affrontent ; le changement
d’écriture pour f(z) a pour but de permettre 'utilisation du théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions et
de montrer ainsi que c’est le comportement de 42 qui va 'emporter pour donner ainsi la limite de f en +oco .

— une autre expression de f(z) avec « élément non nul de Dy

8 3 8 3
f(x):\/16372+8x+3—29c:\/:102(16—1—f—&—)—2&:—\/ 16—&-——}— =2z =|z[4/16+ —+ — — 2z
x T oz
.. 8 3 8 3
Au voisinage de 400 , on peut supposer z > 0 et || =2 . Donc : f(z) == 6+—-+—5-2z=x 6+—-+—-5-2
R R

— déduction du comportement de f(z) au voisinage de +00 Ona: lim x =+oo
1 1 8
D’autre part : lim — = lim — =0d’ou: lim 16+ —|— —2—\/16—1—8 )+3(0)—2=+/16—-2=2

r——+00

r——+oo a:—>+oogc2 xr——400
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire (avec 2 >0 ) : 4 «\_,v«‘« ‘/_f_;
: 8 3 : ) math - lyose”
lim z|4/16+ — 4+ — —2| = +00 soit : hm flz) =40 N o 8
z—+00 x x T—+00 ) {
—\v‘,—\/ ’—(\,,_\ \
2)f(z) =vV4a? —Tx +54+ T2 +3 f(z) est la somme de V422 — 7z + 5 et de Tx + 3 v
situation | V4x? — Tz + 5 se comporte comme v4a? = 2|z| =2z | Tx + 3 théoréme "somme"
lim f = 400
+00 T — +00 422 — T +5 — 400 7r+3 — 400 | applicable
T—+00 T —+00

VTR ¢ (-Ze2) v i o |,/4_g+g

1 1
Ona: lim |z|=40c0; lim —= lim — =0dou: lim 4—7—1—— V4 0) +5(0) =+v4=2

r——+o0 r—+oco r——+00 332 r—-400
, . 7 5 )
Par conséquent : lim |z|4/4 — — + — = +00 car 2 > 0 soit : hm Vdz? — Tz +5 =400
r— 400 €T €T r——+00
— lirf_l Tr+3 =400 car 7> 0. Le théoréme concernant la limite d'une somme de deux fonctions permet ensuite de déduire :
T— 100

lim 422 —Tx+5+ Tz + 3 = +0oo soit hm f(z) = 400
xr——400 r—+00

lim f situation | V4«2 — 7z + 5 se comporte comme V4z? = 2|z| = -2z | T +3 théoreme "somme"

imf=—o0

—o0 T— =00 | \/iz? —Tx+5 — 00 7r+3 — —oo | inapplicable

r——00 r——00

— une autre expression de f(z) avec x élément non nul de Dy

7 5 7 5
f(w):\/4x2—7$+5+(7x+3):\/ (4—:6—1— > (Tx +3) = V24 /4 — |\/4—;—|—;+(7x+3)
.. 7 5
Au voisinage de 400 , on peut supposer z < 0 et |z| = —z . f(z 4—7—1———1— (Tx +3)=x — —2

— déduction du comportement de f(x) au voisinage de —oo . Ona: lim x =—
Tr— — 00

1 1 / 7 5
D’autre part : lim — = lim — =0dou: lim -— 4———|—f+7—|—7 —/4-=7(0)4+50)+74+3(0)=-247=5

T——00 T T——00 2 T——00

Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec 5 >0 ) :

lim x(—\/4—7+52+7+3> = —oo soit lim f(z) =—o0
Tr— —00 €T €T €T Tr— —00
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3)f(z) = vV252? — 30x + 12 — 5o + 3 f(z) est la somme de V2522 — 30z + 12 et de —5x + 3 page 18 / 27

f 5v/2 situation | V25x2 — 30z 4 12 se comporte comme v25x2 =5 |z| =5z | =5z + 3 théoréme "somme"
lim f = —
+00 2 T — 400 2522 — 30z + 12 — +00 —5x + 3 B~ —0o0 | inapplicable

Intuitivement : dans cette situation deux infinis de force égale ( 'un de 5z , autre de —5z ) s’affrontent ; on crée une nouvelle

expression de type quotient pour f(z) en utilisant ’expression conjuguée de f(x) égale & /2522 — 30z + 12 4+ 5z — 3 et qui

est définie au voisinage de +00 ; on fait ensuite un nouvel examen de situation pour savoir si le théoréme concernant la limite

d’un quotient de deux fonctions est applicable .

— une autre expression de f(z) avec x élément non nul de Dy
V2522 — 30z + 12 — (5z — 3)) (V2522 — 30z + 12+ (5z — 3
f(a) = V252 — 30z + 1 f5z+3:\/25x2—30x+127(5x—3):( S (52 — 3)) (V2522 — 30z (52~ 3))
V2522 — 30z + 12 4 (bx — 3)

2
(V2527 =302 +12)" — (50— 3)? 2522 — 30z + 12 — (2527 — 300 +9) 3

x) = = =
J(@) V2522 — 30z + 12 + 52 — 3 V2522 — 30z + 12+ 52— 3 V2522 — 30z + 12+ 52— 3
situation | NV(2) =3 N(z) 2t oo 3 théoreme "quotient"
T = +00 | D(z) = 2522 — 30z + 12 4 5z — 3 se comporte comme 5z + 5z | D(z) - +o0 applicable

On peut continuer a transformer ’expression trouvée précédemment pour mettre en évidence le comportement de son dénominateur

en le factorisant par « . On obtient ainsi une nouvelle expression pour f(z) qui permet le passage a la limite en +oco .

3 3 3
fle) = V251% — 30z + 12+ 52— 3 30 12 N 30z 12
\/x2<25—2x+2>+5$—3 |2|4/25 — —5 + — + 52 —3
T z T x
Au voisinage de +00 , on peut supposer > 0 et || = 2 . Donc : A ‘;"’ 7 n
3 3 1 3 e AR
o= 5 - 0 12 3\ ¢ 30 12 3 S il
2\ [25 - 5+ S +5r -3 g5 TE Lt 52 25— = 4 — 45— T
. - 22 g2 - x  x x F A .
1 1 0 iy Ay
— déduction du comportement de f(x) au voisinage de +oo . On a : lir_irrl - = hIJ'I_l — = 0. Par conséquent : v
1 3 3 3
lim — x =0x =0x-—=0.Ainsi: lim f(z)=0
r—toox 30 12 3 /25 —30(0) +12(0) + 5 — 3(0) 10 z—+o0
25— —+5+5——
x x

3)f(x) = V222 + 10z + 3 — /2 f(z) est la somme de v/222 + 10z + 3 et de —zv/2

f 5v/2 situation | V222 + 10z + 3 se comporte comme V212 = |z| V2 = 2v2 | —2v/2 théoreme "somme"
lim f = —
+00 2 T — 400 222 + 10z + 3 - +00 —2v2 — -0 inapplicable

Intuitivement : dans cette situation deux infinis de force égale ( I'un de zv/2 , lautre de —x+/2 ) s’affrontent ; on crée une nouvelle

expression de type quotient pour f(x) en utilisant 1’expression conjuguée de f(z) égale a /222 + 10z + 3 + 21/2 et qui est

définie au voisinage de 400 ; on fait ensuite un nouvel examen de situation pour savoir si le théoréme concernant la limite d’un
quotient de deux fonctions est applicable .

— une autre expression de f(z) avec « élément non nul de Dy

2 2
o) = VETT IO TS oy (VEPFI00T3 —av9) (VAT 0 T3 +0v2) _ (VIZE 102 53) — (o)
202 4+ 10z + 3 + 2v2 222 4+ 10z + 3+ 2v2

222 + 10z + 3 — 222 10z + 3
flz) = NG - 2

222 4+ 10z + 3+ 2v2 222 + 10z + 3 + zv2
situation | V(#) = 10z + 3 se comporte comme 10z N(z) R +00 théoréme "quotient"
T = 100 | D(x) = 222 + 10z + 3 + 2v/2 se comporte comme zv/2 + v/2 | D(x) - +o0 inapplicable

http://www.math-lycee.com Limites - corrigés feuille 1


http://www.math-lycee.com

L’expression trouvée précédemment pour f(x) ne permet pas encore de conclure .

D’ou la nécessité de continuer a transformer cette expression en factorisant numérateur N(x) et dénominateur D(x) par

( ou par la plus grande puissance de x ) pour obtenir un quotient qui permet le passage a la limite en +oo .

page 19 / 27

10z + 3 10z + 3 10z + 3
@)= e 31 avs 10z 3 N E ek
\/332 <2 + 5+ 2) +ave 22+ —+ S +aV? A “~"’H
x x €T € )
) math - lycée (\/
Au voisinage de +o0 , on peut supposer > 0 et |z| =z . Donc : % 7
e(1042 3 3 b 1 i
102 + 3 x x 10+~ 10+~ o
f(z) = 10 3 = 10 3 ;
xﬂ2+;+;+x\/§ x(«/?—i——i——i—f) \/2—1—*—1-*4-\[ \/2—1-*-1-*4-\[
Ni@) =104 Ni(z) — 10 théoréme "quotient" applicabl
situation | V1 o ) == éoréme "quo 161(1 | applicable
Tr — 400 _ 10 3 avec : mlex
D1(x)—\/2+x+x2+ﬁ Dl(x)m:oo\/i+\/§ f(x) Da(x)
1
— déduction du comportement de f(x) au voisinage de +oo . On a : liril - = hIJ'I_l — = 0. Par conséquent :
r——+00 T T—1+0 T
3
. 10+~ 10 + 3(0) 10 5  5xv2  5/2 5v/2
lim = = =—= = . Ainsi: lim f(z) =
z—-+too 10 3 V24100043000 +V2 2v2 V2 V2xWV2 o 2 z—-+oo 2
2+ —+ 5 +V2
5)f(x) = V1622 +8x +3 — 4z + 1 f(z) est la somme de v 1622 + 8z + 3 et de —4x + 1
lim f =2 situation | V16x? + 8z + 3 se comporte comme V16x2 =4 |x| =4z | —4z +1 théoréme "somme"
im f =
+o0 T — +00 1622 + 8z + 3 — +00 -4z +1 e T ® inapplicable
— une autre expression de f(x) avec z élément non nul de Dy
V1622 +8x +3 — (4o — 1)) (V162%2 + 8z + 3+ (4o — 1
f(x):\/16x2+8x+3—4x—|—1:\/16x2+8x+3—(4x—1):( ( ))( ( ))
V1622 4+ 8z + 3 + (4o — 1)
fay = VIO T 3)" — (4o — 1) 1622+ 8z +3 — (1622 — 8z + 1) 162 + 2
z) = = —
V1622 4+ 8z + 3 + (4o — 1) V1622 4+ 8z + 3 + (4o — 1) V1622 4+ 8z + 3 + (4o — 1)
situation | V(#) = 16z + 2 se comporte comme 16 N(z) ST, e théoréme "quotient"
T = 01 D(z) = V1622 + 8z + 3 + (42 — 1) se comporte comme 4z + 4z | D(z) - +00 inapplicable
16z + 2 16z + 2 et au voisinage de +o0 on peut
D’autre part : f(x) = =
V1622 + 8z + 3+ (4= — 1) 8z 3 peut supposer z > 0 et |z| ==z
|z| 16+7+7+(4$—1)
2
162 + 2 m<16+ ) 16+~
fo) = e g s 3 1
16+ — + = + (4o — 1) 2o 1 16+ 4+ > 44— =
2y [16+ — + — + (42 ( 6+m+ +4 ) 16+~ + 54—
A\
2 . . gl
situation | 1(x) =16 + p Ny () R 16 théoréme "quotler(lt')' applicable " A/ ‘-._,.r’\_/
Ni(z ) {
T — 400 8 3 1 . _ M - \
- D1($)—\/16+x+x2+4$ D (x )ITLO V16 + 4 avec : f() D (z) ) math |_Wc.-< ’
) {
— déduction du comportement de f(z) au voisinage de +o00 . &\ N
1 et
Ona: lim —= lim — =0. Par conséquent : .
x——+oco rx——+oco
16 + 2
= 1 2 1
lim L 6 +2(0) _ 16 2. Ainsi: lim f(z) =
1 \/16+8(0) +3(0) +4—(0) 4+4 oo

st [ 8 3 B
6+—-+—5+4——
X x T
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Quatriéme Partie : une situation particuliére lorsque x tend vers x

N(x)
D(z)

exercice 9 ‘ f(z) est un quotient du type . On demande d’étudier les limites de f en xy- et en g+ et le  page 20 / 27

N(z)—N(zo) =0
T—x0

tableau de situation pour f(z) lorsque x tend vers xo est du type :
D(z)—D(z9) =0
T—T0

9-1 f(x) est une fraction rationnelle non définie en 7, N(x) et D(z) sont factorisables par z — x car ils ont g

comme racine commune . Une méthode : 1) Factoriser N(z) et D(z) par & — xo puis simplifier 'expression donnée pour f(z)

2) En notant g(x) Pexpression simplifiée de f(x) utiliser : hr_{l f= hI_Pg , limf = limg pour examiner le comportement de f(z)
o o e e

(les limites & trouver pour f peuvent étre , selon I'expression trouvée pour g(x) , finies ou infinies )

I'expression donnée pour f(x) | on donne aussi D ce qu'il faut justifier
422 — 36 . . .
1) f(z) = T3 Dy =R—{-3} limf=limf=-24= limf
—5x? + 11z — 2
2) f(x):m—x Dy =R- 2,§ limf:limgzgzlimf
722 + 17z — 6 7 e T T T I
3) f(x) 207 + 307~ 1 D;=R iUy f=limf=0=limf >> R
= = — — —_— 1m = 1m = = ]l1m math - lycee(
v 4$2+5I+1 f ’ 4 _1- 1+ —1 ) <
ot — 23 . . . . . Rt
4) f(x):x473x3+3x27x Dy =R-{0,1} I}IPf:—i_oo et l}r_nf:—i—oo;l(l)&nf:l(l)rpf:O:hgnf v
5) fla) = 2 -6 Dy =R {2} lim f = —o0 et limf = 400
_x§—8x§+16 I~ 2- 7 ot "
z® + 22" —Tx+4 4 . . .
6) f(z) = TS Df:Rf{l,fg} 1i17nf:li§1f:0:h{nf.
422 — 36 .
1)f(x) = T3 Dy =R—-{-3} ‘(pourtout réelz , o ¢ Dy +3=02=-3)
T N(x)=42%2-36 | N(z) — 0
tuat
lim f = —24 Srtation v 3 N(z) et D(z) factorisables par = + 3
-3 = =3 | Dz)=2+3 D(z) — 0

— une autre expression de f(z) avec = élément de Dy
42?2 — 36 4(z*—9)  4(x —3)(z+3)

f(z) = 273 ~ 233 = 43 =4(x —3) . Donc f(x) = g(x) en notant : g(x) =4(z —3) .
— déduction du comportement de f(z) au voisinage de —3
g est une fonction polynéme continue sur R . Donc limg = linig = lirglg =g(-3)=4(-3-3)=-24

-3 -3 -

Dou: limf = limg = —24 et limf = limg = —24 .
-3 -3 -3+ —3+

Ayant : =3¢ Dy, lir3r£f = ligr}rf = —24 on déduit : f admet une limite en —3 et lirglf =-24

\
/ \
7r/;2 11z — 2 ' oA -
2)f(zx) = % Dy =R~ {2, i} . Pour tout réel z , z ¢ Dy < —T22 + 172 — 6 =0 ,\> math |.V~i¢¢<<
2 est une racine de —7z2 4+ 17z — 6 car : —7(2)° +17(2) —6=—-28 +34—6=0 . ﬂv‘/_\); Vv

Donc —7x2 + 17x — 6 est factorisable par x — 2 et pour tout réel x , =722 + 172 — 6 = (z — 2)(—=7x + 3) .
3
Dou:z¢ Dy (z—2)(-Tz+3)=0&2—-2=00u—-Tr+3=0&2x=20uz =

7
9 ituati N(z)= 522+ 11z —2 | N(z) — —20+22-2=0
limf=— SrHation z—2 N(z) et D(zx) factorisables par x — 2
2~ M T2 | D(x) = —Ta* + 172 =6 | D(x) —; 0

— une autre expression de f(z) avec = élément de Dy

On a montré précédemment : —7z2 + 172 — 6 = (x — 2)(—7x + 3) . D’autre part : —5z? + 11z — 2 = (v — 2)(=bz + 1)

bt 1le—2  (z—2)(-bx+1) —br+1 -5 +1

7224172 -6 (2 —2)(-Tzx+3) . Donc : f(z) = g(z) avec g(z) =

D : _ v
one : f(z) 7z +3 7z +3
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— déduction du comportement de f(z) au voisinage de 2 page 21 / 27

g est une fonction rationnelle définie et continue en 2. Donc limg = HI_Pg = ligng =g(2) = = = —
2- 2

9 9
Dioit : limf = limg = — et limf = limg = — .
on: fmf=1lmg =gy et i/ =Hmg = 77

9 9
Ayant : 2¢ Dy, 1;{[1]" = lélzlf =17 on déduit : f admet une limite en 2 et lignf =11
i 2,.3 RY 2 1 1 =
3)f(x) = m DfR{1,4} . Pour tout réel z , ¢ Dy < 4a® + 52+ 1=0 ; ',«\_:}— /_,f\7
/ \
—1 est une racine de 422 + 5z + 1 car : 4(—=1)> +5(=1)+1=4—-5+1=0. > math ‘.W¢~'<”
'\ 7
Donc 422 + 5z + 1 est factorisable par = + 1 et pour tout réel = , 422 + 5bx +1 = (v + 1)(4x + 1) . — MV
1
Dou:z¢ D= (z+1)(dx+1)=0<z+1=00udz+1=02=—-1 ougz=-— N
limf =0 situation | V(@) =20%+32° —1 | N(@) — -243-1=0  N(z)et D(z)
im f =
! v—= -1 I Da)=4a®+52+1 | D(x) —, 0 factorisables par z + 1
— une autre expression de f(z) avec = élément de Dy
e On a montré précédemment : 422 + 5z + 1= (z + 1)(4z + 1) .
e Déterminons les réels a , b , c tels que pour tout réel x : N(z) = (z + 1)(az? + bz + ¢)
(x+1)(ax® + bz +c) =ax® + bz? +cx +az? + bz +c=ar® + (a+ b)2®> + (b+c)x + cet N(z) =22° + 322 — 1
Deux polynoémes de degré 3 sont égaux sur R si et seulement si ils ont les mémes coefficients . Donc :
(Vz € R,N(z) = (z + 1)(az? + bz +¢)) & (Vz € R,22% + 32% — 1 = az® + (a + b)z? + (b+ c)z + ¢)
a=2 a=2 a=2 a=2
a=2
a+b=3 b=3-a b=3-2 b=1
(Vz € R,N(z) = (z + 1)(az? + bz + ¢)) & = & & b=1
b+c=0 b= —c b=—(-1) b=1
c=—1
c=-1 c=—1 c=—1 c=—1
Ainsi : Vo € R, N(z) = (z + 1)(222 + 2 — 1)
208 +322 -1 (z+1)22°+z—-1) 222+z2-1 222+ —1
d’ ) : = = = t = = -
o dous J(@) = (z+1)(dz +1) a1 /@ =g aveeg(@) = =
— déduction du comportement de f(z) au voisinage de —1 g est une fonction rationnelle définie et continue en —1.
o C2(-12+(-)—-1 2—-1-1 0 A
Donc ll{{lg—lﬁl{ilg—h_r{lg—g(—l)— TEy T =——3 __—3_0 . 3__;\_/ ’
. . . . Y I\t e
D’ou: limf = limg=0et limf = limg=20 . ) 7
—1- —1- —1+ —1+ &~ : :
) math lycc-;(
Ayant : —1¢ Dy, limf = lin}rf = 0 on déduit : f admet une limite en —1 et linllf =0 £ <
-1~ -1 - /
xt — ? e~ i, T o
4)f(x) = ’ Dy =R-{0,1} ‘ Pour tout réel z , ¢ Dy < a2t — 323 + 322 —2 =0 A

xt — 323 + 322 — 2

2t =322+ 32 —x=2(23 - 322 +3z - 1) et (x-1)3=23-322+3x—1. Donc: 2* — 323+ 322 —zx =z(x - 1)3

Et:z¢ Do r(z—-12=0r=00uz—1=0&zr=00uz=1

limf =0 situation | N(z) =z* —a? N(z) = 0-0=0 N(z) et D(z)
im f =
0 z—0 D(z) =a2* - 323+ 322 — 2 | D(x) — 0 factorisables par z

— une autre expression de f(x) avec z élément de Dy On a montré précédemment : z* — 323 + 322 — z = z(x — 1)3.

ot —2? x3(x —1) x? z?
Donc : f(z) = A3 i3 P = e et f(x) = g(z) en posant : g(z) = G2
— déduction du comportement de f(z) au voisinage de 0 g est une fonction rationnelle définie et continue en 0.
0)2 0
Donc l(i){ng = 1(i)r+ng = li(gng =4(0) = (0(_)1)2 =31= 0. Dou: I(I;Ipf = l(i){ng =0et l(i)r+nf = l(i)r+ng =0.

Ayant : 0 ¢ Dy, limf = liI+nf = 0 on déduit : f admet une limite en 0 et li(I)Ilf =0
0- 0
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1}1}1}‘ =100 situation N(z) = at —a? N(z) —1-1=0

z—1 page 22 / 27
lim f = 400 z—1 D(z) =a* - 323 + 322 —w D(m)—(>)1—3—|—3—1=0
1+ o
B B 22 situation | Ni(z) = 72 Ny (z) — 1 Pour la Sultij utilise
we /W EIN TR vt [ D Di) —0 | @)= =T = x —
— — _ rT) = — =T _—
1(2) = (z —1) 1(2) p— (z — 1) (z— 1)
1 1
On a: limlgzt2 =12 =1 . D’autre part : x # 1 entraine (z — 1) > 0 donc :limlW = +oo et limlW = +o0
<l r>1

Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire ( avec 1 > 0) :

lim 22 x = 400 et lim 22 x = +o00 soit : lim f(z) = +oo et lim f(x) = +o0 T
z—1 (l‘ _ 1)2 z—1 (.f _ 1)2 zalf( ) :l)*?lf( ) \//\j/ o
! - et w1 o T
R
5)f(x) " ’ D R —{2,-2} ‘ Pour tout réel x , x ¢ Dy < 2* — 822 + 16 =0 A LAY
5 flx) = —— —R—1{9 — ) B _
zt — 82 + 16 ! : ; !

‘2 -2)z+2) = (@ —2)%(x +2)?

Donc: z¢ D= a?—8224+16=0< (z—2)*(x+2) =02-2=00uz+2=0&z=20uz=—2

D’autre part : z* — 822 + 16 = (:r2)2 —8(2?) + (4)? = (2? — 4)2 = [(2)? = (2)?]

I%I_nf: —00 situation | N(@) =2z —z -6 N(z) ::;8—2—620 N(z) et D(x)
lim f = 400 z—2 D(z) =a* —82%+16 | D(z) — 0 factorisables par z — 2
2+ z—

— une autre expression de f(x) avec z élément de Dy D’aprés Dy : pour tout réel x : 2 — 822 + 16 = (z — 2)%(z + 2)?

D’autre part : 2 étant une racine de 222 — x — 6 , ce polyndome est factorisable par x — 2 et : 222 — 2 — 6 = (v — 2)(2x + 3)

Par conséquent : f(z) = 20°—2-6 _ (2-2)Q2+3) _ 2c +3 - X 22 43
dnent T —822+16 (2-22+2)2 (@-2)z+22 z-2 (z+2)2

2 3 2(2)+3 7

— déduction du comportement de f(x) au voisinage de 2 . On a: 1) iLmQ (x$++2)2 — (é _?_;)2 =16

1 1
2) lim =—00 (z <2entraine r —2 <0 ) ; lim —— = 400 car > 2 entraine z — 2 > 0
=2 — 2 z—21T — 2
<2 z>2

7
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire (avec I > 0) :
1 20 + 3 1 20+ 3

nljiﬁsz_Qx (127 = —o00 et 317er12$_2>< (x+2)2:+oosoit: }?eréf(x):—ooet }L%f(x):—koo
r<2 r>2 r<2 r>2 A
o S
23+ 222 — Tz +4 4 ) ) e AN
6)f(z) = 322 174 Df:R—{l,—g} . Pour tout réel . , x ¢ Dy < 32°+2—4=0 o chc;(x
V\‘ e §
1 est une racine de 322 +z —4 car: 3(1)°+1-4=3+1-4=0. '_\v/—\> /—\/&
g =D

Donc 322 + o — 4 est factorisable par x — 1 et pour tout réel x : 322 + 2 —4 = (v — 1)(3z + 4) .
4
Donc : x%Df<f>3x2+x—4:O<:>(:r—l)(3x+4):0<:>x—1:00u3m+4:0<:>m:1ouxz—g

111_11f:0 situation | N(@) =2® 422> — Tz +4 N(x)g:1>1+2—7+420 N(z) et D(x)
limf=0 z—1 D(z) =324z —4 D(x) — factorisables par  — 1
1+ z—

— une autre expression de f(z) avec  élément de Dy

e D’aprés la recherche de Dy on a: D(z) =322+ 2 —4 = (z —1)(3z + 4)
o N(x) étant factorisable par = — 1 on peut trouver trois réels a , b , c tels que : Vo € R, N(x) = (z — 1)(a2® + bz +¢) .
D’autre part : (x — 1)(ax? + bx + ¢) = ax® + bax? + cx — ax? —bx —c=az® + (b—a)z? + (c —b)z — ¢

Et deux polynomes de méme degré sont égaux sur R si et seulement si ils ont les mémes coefficients . Donc :
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Ve € R, N(z) = (z —1)(ax® + bz +c) & Vr € R, 23+ 222 —Tx + 4 =ax® + (b — a)2x® + (c — b)x — ¢ page 23 / 27
a=1 a=1 a=1 a=1
a=1
b—a=2 b=2+a b=2+1 b=
Vz € R, N(z) = (x — 1)(az® + bx +¢) & & & & s b=3
c—b=-T —b=-T—c b= 7 (-4) —b=-3
c=—4
—c=1 c=—4 c=-—4 c=—4
Ainsi : Vz € R, N(z) = (z — 1)(2? + 3z — 4) .
3 +202 —Te+4  (z—-1)(22+3x—4) 2%>+3zx—4 NP A
devient alors : = = = .
e f(x) devient alors : f(z) 322 +2—4 (z —1)(3z + 4) 37+ 4 ) math- lyose(
243z—4 ) {
soit : f(x) = g(x) en posant:g(x)zﬁix i) 1.

3z + 4
— déduction du comportement de f(x) au voisinage de 1

\/

(1)2+3(1)74: 1+3-4

g est une fonction rationnelle définie et continue en 1 .

Donc l}{ng = lir+ng = h{ng =g4(1) = 30+ 4

7

=0.Dou: limf =limg=0et limf = limg=20.
1- 1- 1+ 1+

Ayant : 1 ¢ Dy, limf = lir+nf = 0 on déduit : f admet une limite en 0 et li{nf =0
1- 1

9-2 f(x) est un quotient non défini en x

méthode : Comme dans le 9-1 on essaie de simplifier le quotient f(x) par x — g
I'expression de f(z) et Dy a justifier I'expression donnée pour f(x) et Dy a justifier
|z — 3| xy/x —8
1) f(z) = —— 5) f(z) =
) fla) = 2 o~ 1y ) fla) = D2 if = -3
Dy =R - {3} 3 3 D; =R — {4}
|22 — 5a] ST
2 e | 6) f(z) = =——
) @) = —5— lmf =5, limf = -5 VaZ+4-2 limf = —oc , limf = +o0
Dy =R—{0,1} 0 * Dy =R—{0} 0 0
|z + 1] V8r+1—4r+1
3 r)= —F——"—= 7 =
Dy=R—{-1,2 -1=7 5 T -1F 5 _ -2 T 1 15
f { ?2} Df 8,+OO 17 2
\/2$+3—3 3 2
4) f(z) = § 8 Vb -zt -z +1
= 2 2
5 (z —3) limf = —o0 , limf = +o00 ) /() 22+ 22— 3 hmf:-%,lirpf:i
- 1- 1
Dy = [_2*00{_{3} ’ ’ Dy =[-1,+oo[ - {1}

z—3
1)f(x) = |l_3‘ ’ D;=R-{3} ‘(pourtoutréelx,xgéDf(:)x—?):O(:)x:?))
lérpf =1 situation | V(z) =z =3| | N(z) o 0=0 méthode : écrire N(x) sans le symbole de la valeur
lir+n f=1 z—3 D(z)=2-3 | D(z) - 0 absolue puis simplifier le quotient f(z) par z — 3
3 —

Pour écrire |x — 3| sans le symbole de la valeur absolue , on est amené a considérer le signe de  — 3 et donc a se placer

naturellement aux voisinages 3~ et 37

’avechDfet:c<3‘

x < 3entralnex —3 < 0et |z —3]=—(z—3)
~3 (z—3
Donc : f(x) = L_g‘ devient : f(x) = %3) =-1
D’ou : hmlf(az) = 1irn1 —1=-1
T <1 <1

Ainsi : limf = —1
e

lilpf #* lianf donc : f n’admet pas de limite en 1

http://www.math-lycee.com

’avechDfet:c>3‘

x >3 entrainex —3>0et |z —3|=2—3

|z — 3] ) x—3
Donc : f(z) = devient : f(x) = =1
fw)=E=2 fa)= 2=
D'ou :lim f(z) = lim1=1
rx—1 r—1 s
z>1 x>1 N ,\_/v <_;’~7
AlnSI : lilllf =1 \ \; math 1&cc;< (
=~ N §
2o
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|1:2 —5.17‘

2)f(x) 5 ’Df:]R—{O,l}‘.Pourtoutréelx,xgéDf<:>z2—x:O<:>x(:c—1):O<:>x:00u:r:1.page24/27
22 —
léglf =5 situation N(z) = }1'2 - 555| N(x) v 0] = méthode : écrire N(z) sans le symbole de la valeur
lim f = -5 z—=0 D(z) =2 —x D(z) — 0 absolue puis simplifier f(z) par x
ot T
Dans le tableau ci-contre on écrit ’xQ — 533‘ N
T -00 5 +00
sans le symbole de la valeur absolue aprés avoir
T - + +
étudier le signe de 22 — 5z en utilisant sa forme
factorisée z(z — 5) . x—5 - - 0 +
derniére ligne du tableau : pour écrire |a:2 — 5.7}| —
. + 0 - [t +
sans le symbole de la valeur absolue on utilise =a* - 5z
avec X = 2% — 5z la définition suivante de | X| : |e? — Ba| =7 x? — B T —xz? 4 5z z? — 5x
X=X X>0et|X|=-X<X<0
On obtient alors pour f(z) :
’avecmEDfet$<0‘ ’avecxeDfetO<a:<5‘
x < 0 entraine 22 — 5z > 0 et |$2 —53:‘ =22 -5z 0 < z < 5 entraine z2 — 5z < 0 et ‘x2—5x’ = —2? + 5z
22 — 5z 2_5 z? — bz —22 45
Donc : f(x) = |(:c25v)| devier;t s f(x) = 22 75 Donc : f(z) = |(x2x5|) devient :5f(x) = %
z(r — T — xr(—x + —x +
D’ou : = = D’ou : = =
ou: f(z) zz—1) =x-1 on: f(z) xz(x —1) x—1
-5 0-5 —z+5 —0+45
Par conséquent };E%f(x) = ilg%) z =01 5 Par conséquent ilg%) flz) = ili% ;_+1 =3 _+1 =-5
x <0 x <0 x>0 x>0
Ainsi : limf =5 Ainsi : limf = -5 T
0- o+ ke
limf # limf donc : f n’admet pas de limite en 0 o W
0— 0+ ) math Il\\,L.-\”
) {
3)f(z) = — 21 D =R—4-1,21 | Pour tout réel z , z ¢ D; & 242 3=0 R
)= -——— =R-4{-1,= . Pour tout réel z , x ' —x—3= \/
222 —x —3 f 2 ’ f ’

2(1)2 - (=1)=3=2+1-3=0. Donc 22% — x — 3 est factorisable par x + 1 et : Vo € R,222 —2 — 3 = (z + 1)(2z — 3)

D’01‘1:x%Df@Qﬁ—x—?):O@(m+1)(2x—3):0<:)x+1:00u2x—3:0(:):c:—1oux:g

. 1 méthode : écrire N(x) sans le symbole de la valeur
E{I} f= 5 situation N(z) = [z + 1] N(z) e 0 = . ) .
1 1 absolue , utiliser la forme factorisée de D(z)
lim f = —= = D(z)=22>-2—-3 | D(x) — 0
1+ 5 z——1 puis simplifier f(z) par x

D’aprés la recherche de Dy : Vo € R,22% — 2 — 3 = (z + 1)(2z — 3) . Pour écrire |z + 1| sans le symbole de la valeur absolue , on

est amené a considérer le signe de = + 1 et donc a se placer naturellement aux voisinages —1~ et —17 .

avechDfetw<—1‘ ‘avecmeDfetx>—1‘
x < —lentramez+1<0et|z+1=—(x+1) x> —lentramez+1>0et |z +1=2+1
1 - 1 1 1
Donc : f(x) = 23!2:6_(_;11% devient : 1f(x) = % Donc : f(z) = 29c|2x—+gc|—13 devient :lf(x) = ﬁ
—(z + - z +
D’ ¥ N = = D, U N = =
ou: f) = 2 —3) ~ 20-3 ) ) on: f@) = i @8 " 2 =3 ) 1
Par conséquent :wlinjlf(x) = wlinjl 23;_ 3= 2(_1) 5= Par conséquent :gclinjlf(z) = $1in31 503 = -1 =3 =—z
r<-—1 r<—1 z>—1 1 z>—1
Ainsi : wl_l)l’Elf(l’) =¥ Alinsi : z1—1>n—11f(x) =—F
r<—1 z>—1
lim f # linif donc : f n’admet pas de limite en —1 . i
“i- ~1 A Y
) iy
\2‘/‘ math lyhc.-.\(t
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V2x+3-3 3
4)f(z) = (1"_"73)2 Dy = {—2,4—00{— {3} |. Pour tout réel z , page 25 / 27
x =
> 3 T E { > +OO|:
20 +32>0 2z > -3 Tz -7 5 3
r€ Dy & RS - & 2(car2>0)etz €D & 2 <:>£C€|:_7+OO|:—3
! {(x—3)2740 {x—37eo x#3 ( ) ! T #3 2 @
. éthode : multipli érat t dé inat
lé{nf S, tuation | V(@) = V3T T3-3 | N@) — VO3 méthode : multiplier numérateur et dénominateur
3 5 r= de f(x) par la quantité conjuguée de /2x + 3 — 3
lim f = 400 “ D(z) = (z = 3) D(z) — 0 o
3+ =3 puis simplifier f(z) par  — 3
— une autre expression de f(z) avec x élément de Dy
foy o VA3 [V 33 [Var i3+ [Ver+3]" - (3?2 2439 B 2 — 6
(z —3)? (z —3)% [V2z + 3 + 3] (z-32[V2x+3+3] (z-3°[V2r+3+3] (z-3)°[V2z+3+3]
fa) = 2(x — 3) B 2
(z—3)°[V2r +3+3] (¢-3)[V2r+3+3]
— déduction du comportement de f(x) au voisinage de 3
2 situation | Vi(z) =2 Ni(z) — 2 limf et limf
avec f(x) = : z—3 3— 3+
(z—3) [V2z +3+3] z—3 Dy(z) = (z — 3) [V2x + 3 + 3] Dl(m)—?>)0[\/§+3] =0 infinies
T—
2 1
Pour la suite j'utilise : f(z) = X
j 2 f(z) TR
Ona: 1) lim = S
=322 +3+3 V9+3 6 3
1 AT A
2) hr% 3:—oo(x<3entrainex—3<0);lirré 3:+oocarx>3entrainex—3>0 vl AN
T3 T — T—3 1 — . \
z<3 z>3 Y math - lyeée(
1 : 7
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire <avec 3 > 0) : \—\ NV §
li 2 « 1 et li 2 K 1 oo soit : Tim f(x) et lim f(z) = + e
im =—00 im = 400 soit : lim f(z) = —oc0 im f(z) = 400
t—=32x+3+3 -3 =32 +3+3 x—3 z—3 z—3
<3 >3 <3 >3
2T — 8 > >
S)f(‘b):% ’ Dy =Rt — {4} ‘ Pourtoutréelx,xeDf<:>{4f;;0 @{i;i Sz eRT—{4}.

remarque : RT — {4} = [0,4[U]4, +oc[ donc : f n’est pas définie en 4 mais 'est autour de 4 .

méthode : multiplier numérateur et dénominateur

situation N(z) =zyx—8 | N(x) — 44 -8 =

lim f = -3 ol de f(x) par la quantité conjuguée de z/z — 8
4 z—4 Dx)=4-2z D(z) — 0 o
z—d puis simplifier f(z) par x — 4

— une autre expression de f(z) avec = élément de Dy

oy = BVEZ8 _ VB -Slleva L8 (eva) - (8 2 — 64

4 est une racine de x® — 64 car : (4)% — 64 = 64 — 64 = 0 donc 2° — 64 est factorisable par z — 4 .

4—z (A4—2) [z +8  (@d—z)[z/z+8 (4—2z)[zyz+8]

x3 — 64 est de la forme a® — b3 avec a =z et b=4 . Or : pour tous réels a et b, a®> — b*> = (a — b)(a® + ab + b?) . Donc :

23 — 64 = (v —4)(2? + 42 + 16) et f(z) devient :

f(z) = 23 — 64 _(:U—4)(372+4x+16)_(332+4:1c+16)__a:2+4x+16
VT U avz+8  —(@-d)avz+8  —lavz+8  ayz+8
On obtient ainsi : f(z) = g(z) avec (x)——w

' -9 9\&) = T/T + 8

— déduction du comportement de f(z) au voisinage de 4 g est une fonction quotient définie et continue en 4 .
(4?2 +4(4)+16  16+16+16  3x16

Donc limg = limg = limg = g(4) = — = 3. P,
et 94) 4/4+8 8+8 16 N \'\_\_/
Drot s limf = limg = =3 et imf = limg = =3 . ) et oie
Ayant : 4 ¢ Dy, limf = liinf = —3 on déduit : f admet une limite en 4 et liinf =-3 E\—\ ~ §
4- Y (5 S
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o, 3z ) zc+4>0 =
6)f(z) = NEEYET ’ Dy =R—-{0} ‘ Pour tout reelx,xGDfé{m 240 \/Aw‘f N page 26 / 27
) math- yese(”
D’autre part : A
4_. —

— pour tout réel  , 22 > 0 entraine pour tout réel x , 22 +4 >4 . Or: 4> 0. Donc : pour tout réel z , 2> +4 >0
—V2+4-2=0V2+i=2& (\/ x? + 4)2 = (2)2 ( comparer deux réels positifs revient a comparer leurs carrés )
Donc: Va2 +4—-2=0&2>+4=4<22=02=0

Par conséquent : Pour tout réel ¢ , x € Dy & #0 .

. méthode : multiplier numérateur et dénominateur
lim f = —c0 . : N(z) =3z N(z) — 0
0— situation 2—0 ., . .
0 de f(x) par la quantité conjuguée de vz2 + 4 —
lim f = +o0 = D(x)=vV22+4-2 | D(x) — V4-2=0
o+ z—0 puis simplifier f(z) par x
— une autre expression de f(z) avec z élément de Dy
Fa) 3z 3z (Va2 +4+2) 3z (Va?+4+2) 3z (Va?+4+2) 3z (Va?+4+2)
xT) = = = = =
VaZ+4-2  (Va?+4-2) (V22 +4+2) ( x2+4)2_(2)2 x24+4-4 x?
3(Va2+4+2)
f@)= ——
x
— déduction du comportement de f(z) au voisinage de 0
fay = (VaZ+1+2) situation | Mi(@) =3(Va? +4+2) | Mi(e) —3(2+2) =12 | lmf et limf
avec f(r) = ———= ¢ = B
z—0 Di(z) =2z Dy (z) " 0 infinies
1 A
Pour la suite j'utilise : f(z) =3 (Va2 +4+2) x — ,\_:)— { ,,\7
L . \4 -
Ona: 1) lim3(vVa? +4+2) =3 (V0 +4+2) _3(2+2)_12 et 2) lim — = —oo et lim — = 400 L, A
;:0 z ;:8 z ) math cht;(
e —y
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire (avec 12 > 0) : 2_‘ — e
1 1 i .
1in})3 (Va2 +4+42) x = = —oco et lir%?) (Va2 +442) x = = +00 soit limof(a:) = —o0 et 1in%)f(x) =400 o o
xTr— €T xr— x xr— xr—
<0 x>0 <0 >0
V8r+1—4x+1 1 7 8r+12>0
Nf(x) = - D;=|——, —<1,= . P tout réel x , x € Dy & -
@) = — 5 or 7 ! g T 2 OUP POULIER T TE TS\ 002 492 — 740
1 1
Dautre part : - 8x+1>08x > -1 x> ~3 (car8>0)et8x+1>0x€ {S,Jroo[

— 1 est une racine de —2z2 + 92 — 7 car : —2(1)2+9(1) —=7=-2+9—-7=0. Donc —2z% + 92 — 7 est factorisable par z — 1
7
et pour tout réel  , =222+ 92 — 7= (x —1)(-22+7) . Dou: 2224+ 92 -7=0& (z—1)(-22+7) =0 z=1ouz = —

) 2
re|—<,+0
1> { ’ { 1
Par conséquent : x € Dy < {_232312%:3#0 o 8 7 S e {8,+oo{{1,;}

x#£letx# 3
méthode : multiplier N(z) et D(x)
lim f = _8 situation | V(@) =v8z+1—4dz+1 | N(z) = VI—4+1=0 de f(z) par la quantité conjuguée de
! 15 z—1 D(z) = —22%+ 92— 7 D(az)g:io V8 +1—dz+1=+8r+1— (4z—1)

puis simplifier f(z) par  — 1

— une autre expression de f(z) avec = élément de Dy

f(a) = VEZF1—dz+1 _ Br+l-(o—1) [VEBa+1-(do—1D][VEBr+1+@z—1)] [VBz +1]° — (42 — 1)?2

—222 4+ 9z — 7 —222 + 9z — 7 (=222 + 9z — 7) [\Bx + 1+ (4z — 1)] (=222 + 92— 7) [V8x + 1+ (4z — 1)]
) = 8z +1— (1622 — 8z + 1) _ 8z +1— 1622 + 8z — 1) —1622 + 16z

(=222 + 9z —7) [VBx +1+ (4z—1)] (222492 —7) [V8z + 1+ (4o —1)] T (—222 4+ 9z — 1) [V8z + 1+ (4o — 1)]
—1622 + 162 est factorisable par —16x et d’aprés Dy : —22% + 92 — 7 = (z — 1)(—2x + 7) . Par conséquent :
f(z) = —16z (z — 1) B —16x

(z—=1)(—22+7) [VB8z+1+ (az—1)] (2247 [V +1+ (4o —1)]

http://www.math-lycee.com Limites - corrigés feuille 1



http://www.math-lycee.com

— déduction du comportement de f(z) au voisinage de

1 On a obtenu précédemment : page 27 / 27

() = g(a) avec g(x) — t lle situati
x) = g(z) avec g(x) = et comme nouvelle situation :
g g (—2z+7) [VBz + 1+ (4z — 1)]
situation | NVi(z) = —16z Ny(x) — o1 — —16 —
AT A
z—1 Di(z)=(—22+7)[V8z+1+ (4z—1)] | Di(z) — (-24+7) [V8F+1+(4—1)] =5x6=30 ) E
e N math - lycée( :
N —16 8 / TN
g est une fonction quotient définie et continue en 1 et : hmg = hmg = hmg =g(1) = Diglg =30 =1 >“,-"‘, o {
8 8 v
D’ou : hmf—hmg——ﬁ et hmf;hmg——ﬁ . v
Ayant : 1¢ Dy, limf = 11£nf =15 on déduit : f admet une limite en 1 et hmf =15
1- 1
(R e 3 g2 — 1>0
f(x) = 1'7;2 +L2.7: f;_ ’ Dy = [—1,400[ — {1} ‘ . Pour tout réel = , x € Dy & {a: 2 _T_ o f;ﬁ . D’autre part :
— 1 et —1 sont des racines de 23 —22 —z +lcar 13 —12 —1+1=0¢t (1)’ = (-1)* = (=) +1=—1—-1+4+1+1=0.
Donc 23 — 22 —  + 1 est factorisable par x — 1 et par z + 1 .
Ainsi 2% — 2% — 2 + 1 est factorisable par le produit (z — 1)(z + 1) de degré 2 et égal & 2% — 1 .
Dotu:ad—a2?—a+1=(22-1)(z—-1) N - -1 1 too
puis 2 — 2?2 —x+1=(z—1)(z+1)(z - 1) (@ - 1)* + + JJ + )
_ 2 — _ 2 \’/\_/r— \_/7
soit : 2 —22 —z+1=(z—1)%(z+1) @11 _ 0 . . Ly il
D’oit le tableau de signe pour 23 — 22 — 2 +1 S f\/&
(2 —1)*(z+1) _ &y
en utilisant sa forme factorisée (x — 1)%(z + 1) ? * ? *
Avec ce tableau on déduit alors : 23 — 2?2 —2+1>0& z € [—1, +o0]
— 1 est une racine de 22 + 2z — 3 car (1)2+2(1) =3 =1+2 -3 =0 . Donc 22 + 22 — 3 est factorisable par x — 1 et
2242z -3=(z—1)(z+3). Donz?+2r—-3=0&(z—1)(z+3)=0&2z—-1=00uz+3=0z=1louz=-3
-2 —24+1>0 € [—1,400] -3¢ [—1,4+00]
P é t:rxeDr & R ’ S re -1, —{1 ’
ar conséquent : x 7 { 2420 -3 40 {:p#letx#i’) z € [~1,+00] {}Car{le[l,JrOO[
Ainsi : Dy = [—1,4o00[ — {1}
. V2 méthode : utiliser les formes factorisées
lim f = —— ituati N(z)=vad—z2—z+1 | N(z) —V0=0
1 4 situation z—1 3 2 2
de x° —x* — xz + 1 pour x° + 2z — 3
tim f = V2 r=1l | D@)=a? 4203 D(x) — 0
i+ 7 4 z—l puis simplifier f(x) par z — 1
— une autre expression de f(z) avec = élément de Dy
Vid =22 —z+1  J(z-12@x+1) (z-1)2Vz+1
= = = 1>0 eD > -1
/(@) x?2+2x—3 (x —1)(z+3) (x —1)(xz+3) (w+120pours gearzz 1)
|z — 1| Ve +1
x) = ———— ( on utilise : pour tout réel X X|lavec X =z —1
f@) = g b VR =|X] )
Pour écrire |x — 1] sans le symbole de la valeur absolue , on est amené & & se placer naturellement aux voisinages 1~ et 17 .
’avecmeDfettelque:—1§$<1‘ avecacEDfetx>1‘
x<lentrainez—1<0et|z—1=—(z—1) x> lentrainez—1>0et |z —1=2-1 A
s
lt—=1Vz+1 —(z—-1)vz+1 e —1|vz+1 (z—1)Vz+1 s, A P
Donc : f(z) = = Donc : f(z) = = A Ny
(z-1D@E+3) (z—-1(z+3) (z-1(x+3) (z-1)(z+3) Y {
—Vr+1 Ve+1 £ A
D’ VIR = — D’ 1 : \' /
ou f(x) T + 3\/ \/ \/7 ou f(x) T + 3 \/7 .%A/ PB \\”,
—Vzr+1 —/1+1 2 . ve+1l 1+1 2 {
Et:1 = - Et:1 lim = — |
1mf( ) = IE (z +3) 1+3 4 zgnllf( z) = e (x+3) 143 4 \v/"'\> TV
m<1 z <1 z>1 z>1 LAY .
L V2o V2 : : : - v
Ainsi : limf = I et hr+nf =1 On a: limf # hr+nf . Donc : f n’admet pas de limite en 1
1- 1 1- 1
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