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exercice 1 ‘ 1) Les énoncés proposés sont-ils vrais ou faux ? : Lv’& ¥ page 1l / 6
I’énoncé son contenu ( la lettre = désigne un réel quelconque ) vrai 7 ou faux 7
)
1
énoncé 1 | Avec f(x) = 4:c;+—5|—5%9 , C'y posséde trois droites asymptotes VRAI
2 22 — 2
énoncé 2 | Avec f(x) = % , C¢ posséde une droite asymptote d’équation : y = 2z VRAI
>+
42% + 5z + 4
énoncé 3 | Avec f(x) = a: ;l_ |x + , deux droites asymptotes a C'y sont obliques VRAI
T
) ) 9x2 + 4 . . . . 3
énoncé 4 | Avec f(x) =1/ ——— , Cy possede une droite asymptote d’équation : y = = VRAI
42 +1 2

énoncé 5 | Avec f(x) = , C¢ posséde deux paraboles asymptotes FAUX

= 2 4 —1
énoncé 6 | Avec f(x) défini par : fl@) =32" +dv < o > , [ est continue en —1 ssi a vaut 8 VRAI
fl@)=az+T7Te2< -1
4x° 1
énoncé 7 | Avec f(x) = i ona: limf=+o0c0 et limf = —oco FAUX
9 — 2?2 3+ 3-
) ) x? . 1
énoncé 8 | Avec f(z) = 5—— ona: limf =—— FAUX
z2 —4dx 0 4
énoncé 9 | si lirf f(z) = —o0 et hT g(x) = —oo alors lirf flx)—g(x)=0 FAUX
énoncé 10 | si lim f(z) = —occet lim g(z) =+oco alors lim J@) =-1 FAUX
r——+00 xr——+00 xr——+00 g(m)

2) Justifier la réponse pour chacun des énoncés 2,4, 6,8,10 .

2 +1

T T —

9
Df:R—{l,—} En effet : pour tout réel z , x ¢ Dy < 42? + 52 —9=0.

Or: 4(1)2+5(1)—9=4+5—-9=0. Donc 1 est racine de 422 + 5z — 9 et 422 + 5z — 9 est factorisable par z — 1 .
9
D’ou : 4$2+5x—9:(x—1)(4x+9)et:J:¢Df@(m—l)(4m+9)=0<:>x—1:00u4x+920®x:10um:—1.

situation | N(z) =22 +1 N(z) — N(1) =2 réel non nul | Donc limf et lir+nf infinies et Dy : & = 1 est une premiére
r— 1- 1
z—1 D(z) =42 +52 -9 | D(x) = 0 droite asymptote & la courbe C
; 9\ 97 _
N(z)=z*+1 N(z) — N |—=) = — réel non nul ) ) o 9
9 4 16 Donc lim f et lim f infinies et Dy : x = ——
situation =y 9- 9+ 4
9 il z
= =7 | D@)=42>+52—-9 | D(z) — 0 4 4
9 est une deuxiéme droite asymptote a la courbe Cf
$—>—Z

2

T 1
Aux voisinages de 400 et de —oo , f(x) se comporte comme le rapport de ses termes de plus haut degré égal a : 1w soit & : 1
x

1 1 1
Donc : limf = 1 et Em f= 1 et D3 :y= 1 est une troisiéme droite asymptote & la courbe Cy et I’énoncé 1 est vrai .
— 00 (oo}

3 3 223 4 222 — 2z 9
énoncé 2 VRAI f(z) = ?’ Dy =R—-{-1,0} ‘V:cER,x@é Disarr+2=02zx+1)=0zc=00uz=-1
2+
lim f(z)—2z=0
Pour justifier que la droite A : y = 2z est une droite asymptote a la courbe CY il suffit de prouver : ¢ *—=°
lir_~r_1 fl@)y—22=0
23 + 222 — 2 23 + 222 — 22 — 2x(x? 223 + 222 — 22 — 223 — 222
Avec z élément de Dy : f(z) — 2z = i e 9z = 2% ter z =2z +x) e e v
22+ 2+ 2+
oy . 9 1 wErEloox + 1 = —oo entraine mErEloox 1= 0 "
flz) =2z =— = T = e -2 X . et 1 . s T JN
?+z a(@+l) ot T+ lim z + 1 = 400 entraine lim =0 % e
_9 potee rotoor +1 : Y math - lyose(”
lim f(z) —2z= lim =-2(0)=0 % K
D . xr— —00 T——00 —|— 1 l,, 4 . ’ﬂv,ﬁ v
onc : _9 et I’énoncé 2 est vrai 2o X
lim f(z) -2z = lim =-2(0)=0

x—+00 rz——oco + 1 B
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—42% + 5z +4

énoncé 3 VRAI f(z) = ’Df:Rf{O}‘.Eneﬁet:pourtoutréelx,x¢Df@\x|:0¢>:c:O page 2 / 6

2|z
—4z% +5 4 5 2
Au voisinage de —oo , on peut supposer < 0 et |z| = —z . D’ou: f(z) = % =2z — 3 o
—2z x
) 2 ) -2 1
Ainsi : (22 -2)=-Zet 1 —(22-2)= lim —= lim —2(=)=-20)=0.
st f(0) = (20 5) =2 et tim ) (20 F) = im = im_—2() =20
La droite Ay : y =2z — 3 est une droite asymptote & la courbe C; au voisinage de —oo .
—42% + 5z + 4 5
Au voisinage de +00 , on peut supposer z > 0 et || =2 . Dou: f(z) = A eortd —2x + B +—.

Ainsi : f(z) — <—2x—|— g) = % et lim f(x)— (—2$+ ;) = lim —= lim 2 <1> =2(0)=0.

r—+00

La droite Ay : y = —2x + 3 est une droite asymptote & la courbe C; au voisinage de +o0 .

L’énoncé 3 est vrai .

927 1 4 922 + 4 S
énoncé 4 VRAI f(z) = \/ﬁ ;ona f(z) =/ u(x) avec u(z) = 4;7::—_1 A

922 4+ 4
En effet : pour tout réel x , ¥ € Dy < 42 +1#£ 0 et 433211 > 0. D’autre part :
x

— Ona: 9>0 et pour tout réel 2 , 2 > 0 . Donc pour tout réel  , 922 > 0 puis 922 +4 > 4 .

Or: 4> 0. Donc : pour tout réel z , 922 +4 >0 .
— On a: 4 >0 et pour tout réel = , 22 > 0 . Donc pour tout réel = , 422 > 0 puis 422 +1> 1.

Or: 1>0. Donc : pour tout réel z , 422 +1 >0 et 422 + 1 # 0 vrai .

922 +4
Par conséquent : pour tout réel z , 422 +1 # 0 et 4m2 1 T >0.Dou: Df=R.
x
comportement de f(z) aux voisinages de —co et de +00  f(x) = y/u(x)

u étant une fonction rationnelle , aux voisinages de —oo et de +00 , u(z) se comporte comme le rapport de ses termes de plus

922 9 9 9 9 9
haut degré égal a 4—22 soit a 1 Par conséquent : zgrfloou(z) = zEIPooZ =1 et zglfoou(x) = zllllr»looz =71 -
A
En posant X = u(z) on déduit ensuite : ) b /7
Y math - lycée
9 3 9 3 5/ i
lim f(z) = lim \/u(z) = lim9 VX = \/>4 =get lim f(z)= lim u(z)= lim9 VX =4/ 1= 5 L“‘lvf\"\

3 3 3
Ainsi : limf = 3 et Em f= 3 Ces deux limites étant égales au réel 5 on peut affirmer que la droite d’équation réduite
— 00 o0

3 . .
Yy = 3 est une droite asymptote a la courbe Cy . L’énoncé 4 est donc vrai .

) = |22* + 52%| + 3

énoncé 5 FAUX f(x .~

’ Dy =R — {0} ‘.Eneffet:pourtoutréelai,x¢Df<:>x2:0<:>x:O

|22t + 522 +3  |2?(22%2 +5)| +3
- 2 - 2

f(z) sans le symbole de la valeur absolue  x désigne un réel non nul . On a : f(x)

€T T

D’autre part : — pour tout réel z , z2 > 0
— Avec 2 > 0 et pour tout réel 2 , 22 > 0 on obtient pour tout réel = , 222 > 0 puis 222 +5>5 .

Or: 5> 0. Donc : pour tout réel z , 222 +5 > 0

v\
Par conséquent : pour tout réel x , z2(22% +5) > 0 et |I2(2$2 + 5)\ = 22(222 + 5) ) :\4 Hi
2 2 2 + 5 + 3 3 ) math - lycée( g
On déduit ensuite pour f(x) : f(z) = % =2z +5+ — 2\,\) e
Xz €T V X A

4
courbes asymptotes a C'y

1
— l'axe (Oy) : © = 0 est asymptote & C car : l(i)r+nf = 400 et l(i)mf = +00 . En effet : avec f(z) = (’2:64 + 5:102’ + 3) X —
- x

1 1
. lir% |22* + 522 +3 = [2(0)* + 5(0)2| + 3 =3 e x # 0 entraine > > 0 donc : lirr%]—2 = +o0 et lin%)—2 = +00
<0 >0
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet de déduire (avec 3 > 0 )
1 1
: 4 2 _ ; 4 2 - TR — : —
glgli% (|22 + 52?| + 3) x = = 400 et ilino (|22 + 522 + 3) x e = 400 soit : }Enof(w) = 400 et }Enof(x) =400
z<0 >0 <0 >0
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— la parabole d’équation : y = 222 + 5 est une courbe asymptote & Cy aux voisinages de —oo et de 400 . Eneffet :  page 3 / 6

3 3
Avec f(z) =222+ 5+ —ona: f(x) — (222 4+5) = ~ Par conséquent :

lim f(z) — (22 +5) = lim 3 fim 3 (1) =3(0)=0et lim f(z)— (222+45)= lim 3_ lim 3<

r— —00 T——00 T——00 X r——+00 x—+oco r—-+00

1
—]1=30)=0
1) =30

La parabole d’équation : y = 222 + 5 répond bien a la définition d’une courbe asymptote & Cy et Cy ne posséde qu'une seule
parabole asymptote . L’énoncé 5 est donc faux .
flx) =32 +4r & x> -1

Par définition f est continue en —1 si et seulement si f admet une limite en —1
fl@)=az+T7T< < -1

énoncé 6 VRAI {

T——

vérifiant : limlf(:c) = f(—1) ce qui est vrai si et seulement si : limlf(x) = limlf(:z:) = f(-1)
r<—1 z>—1
D’autre part : — f(=1)=a(-1)+7=—-a+7

— lim f(z) = lm az+7=a(-1)+7=—a+7 AT (_,«7
r<—1 r<—1 f\ /ﬁ
) math - lycée
— limlf(a:) = lim13x2 +d4r =3(-1)2+4(-1)=3-4=-1 .\,/ e
z>—1 z>—1 L\J—B [‘\/Q
Donc: lim f(z)= lim f()=f(-1)& —1=—a+T&a=T+1ea=8 N
z<—1 r>—1
Ainsi : f est continue en —1 ssi @ vaut 8 . L’énoncé 6 est vrai .
da+z+1 a4z +1 do* +x+1 do* 4z +1 1
6 ¢ 7T FAUX A é1¢é t de D = = = =
énoncé vec x élément de Dy , f(x) 9.2 (3_@(33_@ —(m—3)g3+x) G+ X ——3
4 1 403 3+1 40 20
— déduction du comportement de f(x) au voisinage de 3 . On a: 1) lim s (8) +3+ =— =——=
a—2 —(34x) -(3+3) —6 3
1
2) lin})) 3:—oocarx<3entrainex—3<0;lin% = 400 car x > 3 entraine x — 3 > 0
r—3 I — z—3 T —
<3 >3
Le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions permet ensuite de déduire <avec -3 < O>
422 1 1 42? 1 1
ili?% i(;_f;) X ——3 = 400 et }}L% x_(;—_f;_) X ——g = soit : }}E{ljf(x) = 400 et ilir}}f(m) =—00.

<3 >3 <3 >3
lir+n f = 400 est donc faux et I’énoncé 7 est faux .
3

énoncé 8 FAUX ’ D;=R-{0,4} ‘ En effet : pour tout réel z , 2 ¢ Dy <2 —4dz=0&z(z—4)=0&z=00uz =4

2
Pour tout réel x , Va2 = |z| et donc : f(x) = Va? = 2]
2?2 —4dx 2% —4dx

Pour écrire f(x) sans le symbole de la valeur absolue , on se place aux voisinages 0~ et 07 . On obtient ainsi :

’avecxeDfeta:<O‘ ’avecmeDfetx>0‘
x < 0 entraine |z| = —x x > 0 entraine |z| =z
Done : f(x) = " devient : f(a) = Done : f(x) = 2 devient : f(x) =
onc : f(x)= evient : f(z) = onc : f(z) = evient : f(z) = A
2 — 4z 2 — 4z 2 —4x 2 —4x /\jJ s 4
Don : f(a) =~ = " Don : f(a) = —— = Sipliet
ou : Xrr) = = ou : xr) = = i \
x(m _ 4) r—4 m(x _ 4) r—4 x')- math l_wc.-< 4
- —1 1 1 1 1 /
Par conséquent :;lii% flx) = ilg}) ——Ai-0-1-1 Par conséquent :alcig%) flx) = ilLI}J A= 04~ "1 ‘V—\;,_\fl/“v’g
x <0 x <0 x>0 x>0
Ainsi : limf = - Ainsi : limf = ——
insi ér_n f 1 insi (1)1+n f 1

limf # lir+nf donc : f n’admet pas de limite en 0 . L’énoncé 8 est donc faux .
0- 0

énoncé 9 FAUX contre-exemple : avec f(z) = —x et g(x) = -2z on a : l+noréf = —o0 et Erogg = —oo vrai . En effet :
xl{r-ir-loof(x) = xEToo —z=—o00 (car =1 <0 )et xll)r_lgoog(a:) = .LEIJ’I:IOO —2x=—00 (car —2<0) .

Par contre : Igrﬁ)of(z) —g(z) = zEIJPoo —z—(—2z)= zgrfoox = 400 .

Iln—il-oo f(z) — g(x) = 0 est donc faux avec f(z) = —x et g(x) = —2z . L’énoncé 9 est faux .
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énoncé 10 FAUX contre-exemple : f(z) = —z et g(z) =22 on a : limf = —oco et limg = 400 vrai . En effet : page 4 / 6
g s s g
o0 o0
lim f(z)= lim —2=—-oco (car =1 <0)et lim g(x)= lim 23 = +o0.
r——+00 r—+o0 r——+00 T—400 ‘_A_/
o fl@) - I _ Ao A
Par contre : lim ——= = — = lm ——==—-(0)=0 S o
oo g(@) oot | rite 22 3 s
/ nat _cC.'\\”,
im @) = —1 est donc faux avec f(z) = —z et g(z) = 2* . L’énoncé 10 est faux . ) {
Lm g(z) '—\v/ﬁ) ’_’-;—‘

‘ exercice 2 ‘ 1) Les énoncés proposés sont-ils vrais ou faux ? .

I’énoncé son contenu ( la lettre z désigne un réel quelconque ) vrai 7 ou faux 7
5—3
énoncé 1 | Avec f(x) = PP _24xai’_ 1 C posséde trois droites asymptotes FAUX
—4 3 1
énoncé 2 | Avec f(z) = % , Cy posséde une droite asymptote oblique VRAI
o —
S+227 43
énoncé 3 | Avec f(x) = w , la droite A : y = x + 2 est asymptote a Cy VRAI
x
) ) 5x3 4+ 6% — 2 . . ), .
énoncé 4 | Avec f(x) = ol C¢ possede une droite asymptote d’équation : y = bz FAUX
x
flz)=32+4z -2 2>1
énoncé 5 | Avec f(x) défini par : 22+ 1 —3 , f est continue en 1 FAUX
=————&a<l
. z—1
—6 -1
énoncé 6 | Avec f(x) = in ona: limf=+4oc0et limf=—-oc0 VRAI
z? —4 —2+ —2-
) ) Va2 +3 -2 ' 1
énoncé 7 AVeC f(SC) = m on a : 11{11]0 = 6 VRAI
énoncé 8 | si liril f(z) = +o0 et liI_P g(z) = —oo alors lir_sr_l flx)+g(x)=0 FAUX
énoncé 9 | si lim f(z) =4occet lim g(z)=+oo alors lim f@) = FAUX
r— 400 r——+00 Tr—+00 g({[;)
énoncé 10 | si lim f(z)=0et lim g(z)=0alors lim 7f(x) = FAUX
T——+00 r——+00 r——+00 g(aj)
énoncé 11 | si lim f(x) =4ocet lim g(z) =0alors lim f(z) x g(x) =0 FAUX
Tr—~00 x——+00 x——+00
énoncé 12 | f et g admettent une limite en 400 et lirf féms =1 alors lir+n (z) = lirf g(z) VRAI

2) Justifier votre réponse pour les énoncés soulignés dans le tableau précédent .

énoncé 1 FAUX f(x) = % ’ Dy =R - {2} ‘En effet : pour tout réel z , x ¢ Dy & 2® —4x+4=0.
Et:z¢ Do’ —dr+4=0& (-2 =0c2-2=00=2
situation | N(z) =5—3z N(z) - N(2) = —1 réel non nul | Donc léglf et lgnf infinies et D; : = 2 est une premiére
=2 D(z) =2®> —4x+4 | D(x) " 0 droite asymptote & la courbe C¢
Aux voisinages de +00 et —oo , f(x) se comporte comme le rapport de ses termes de plus haut degré égal a :;—?jj = —% =-3 (;) .
1 1
Donc : llgf = zEIPoo -3 <$> =3(0)=0et Eloréf = IEI}}OO -3 <x) =3(0)=0.

Ces deux limites étant égales & 0 , axe (Oy) : y = 0 est une deuxiéme droite asymptote a la courbe C'y . Cy ne posséde que

deux droites asymptotes et I’énoncé 1 est faux .

—4z? + 3 1 1 1
énoncé 2 VRAI f(x):% Df:]R—{2} Eneffet:pourtoutréela:,xgéDf<i>23:—1=Oc>m:§.
T —
. ) . N(z) . .
A savoir ! avec f fonction rationnelle telle que Vo € Dy , f(z) = D) avec deg(N) = deg(D) 4+ 1 , on peut toujours écrire f(x)
x
sous la forme ax + b+ R(x) avec a # 0 et lim R(z) =0= lirf R(z) ( ax n’est autre que le rapport des termes de plus haut

degré de f(x) apres sa simplification ) . La droite d’équation réduite y = az + b répond alors & la définition d’une droite
lim f(z) —(az+b) = lim R(z)=0
lim f(z) — (ax+b) =

xr——400

asymptote oblique & la courbe C'y car :
lirf R(x)=0
r——+00
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—42? + 3z +1 1 3 3 3 1

A = btient = -2 —+——d "Rx)=——— ==X —— 5/6

vec f(x) 57— 1 on obtient f(x) x+ 5 + S2r = 1) onc : R(x) S2r—1) 2 X 57 page 5 /

1
2>0donc lim 2x—1=—-ocoet lim 2z —1 =400 ce qui entraine : lim =0et lim =0
T——00 1 T—+00 3 3 z——o02x — 1 1 x—+0c0 21 —31 3

D’ou : i — (-2 -)= lim —=—-(0)=0et L — (-2 —-)= lim ——=-(0)=0

ou: lm f(z)=(-2z+3) o002 (22 — 1) 5(0)=0et lim f(z)—(=22+73) sto02 (22 — 1) 5)
La courbe C posséde bien une droite asymptote oblique d’équation : y = —2x + 3 L’énoncé 2 est vrai .

23 + 222 + 3z

énoncé 3 VRAI f(z) = 5 ’ Dy =R - {0} ‘En effet : pour tout réel z , 2 ¢ Dy <22 =0 2 =0
x
2 3 3 2% 3 3 1 1
AvecxélémentdeDf,f(x)—WZxQ—i-3:24-32::33—!-24—=x+2+3() . Dou : f(m)_($+2):3<)
x x x x x x x

D’autre part : lim f(z) — (x +2) = zEIEloo?) (;) =3(0)=0cet mEr}rloof(ac) —(z+2) = hm 3 <313> =3(0)=0.

r——00 r——+00

la droite A : y = x 4 2 est bien une droite asymptote a Cy et 'énoncé 3 est vrai .

"
5 6x* — 2 SN
énoncé 4 FAUX f(x) = % En effet : pour tout réel z , z ¢ Dy <22 +1=0s 22 = -1 ;>,,.,,(h ,M_.(;
Or: —1 < 0 et pour tout réel z , > > 0 . Donc : pour tout réel = , z? # —1 et x € Dy . “"ﬁ;ﬁ'm"’
) 523 + 622 — 2 52% + 622 — 2 — 5x(z? +1)  5z® + 622 — 2 — b’ — bx
Avecxreel,f(w)—Sx:W—Sx: 21 = o]
6% — 5z — 2 . r  z? T 2
f(z) — bz = il et au voisinage de 400 on peut supposer x # 0 . Donc : f(z) — bz = 7 =
x x
6 5 2
1 1 T 22 6-=5(0)—2(0
D’autre part : lim —=0et lim — =0. Donc: hm f(z) =5z = lim z _a? _ ©) ():6et6750
T—+oo m—>+<x>:1;2 x—+00 x—+00 1 1 —+ (O)
1+ =
x
hr_irrl f(xz) —bx # 0 donc D : y = 5z n’est pas une droite asymptote a Cy . L’énoncé 4 est faux .
T—100
N
remarque : f(z) = Déxi avec deg(N) = deg(D) + 1 : apres simplification le rapport de ses termes de plus haut degré de f(x)
—_— x
ne donne que le début "5z" de I’équation réduite de la droite asymptote oblique a Cy
53 + 622 — 2 5 + 8 5 + 8
pour Uexemple traité , on a en fait f(z) = % =5z +6— gcf i e 52 4+ 6 + R(z) avec R(x) = :cf i T
lim f(z) — (5 +6) = lim R(z)= en effet : aux voisinages de +00 et —oco , R(z) se comporte comme le rapport de ses
xr——00 T——00
5 5 1 1 1
mll)rlloof(x) — (bz +6) = xll»rfooR(m) = termes de plus haut degré égal a : x—f == 5 (x) et xEIPoo; =0, xEI-iI-loo; =0
243 2+3>0
énoncé 7 FAUX f(z) = % ’ Dy =R—-{1,-2} ‘En effet : pour tout réel x , x € Dy < {x2x+—;—_27é ;

— pour tout réel  , 22 > 0 entraine pour tout réel 2 , 22 +3 >3 . Or: 3> 0. Donc : pour tout réel 2 , 2> +3 >0
— 1 est une racine de 22 +x — 2 car: (1)2+ (1) —=2=1+1-2=0. Donc 22 + x — 2 est factorisable par x — 1

et pour tout réel x , 22+ —2=(z—1)(z+2) . Dou: 2’ +2-2=0& (z—1)(z+2)=0&z=1ouz = —2

Par conséquent : x € Dy & {x;j‘;i;i ; {x 7& fetealiﬁ L, e R —{1,-2}
situation | N(2) =Va?+3 -2 | N(z) I Vi-2=0 méthode : multiplier N(z) et D(z) par la quantité =
z—1 D(z) =22 +x—2 D(x) — 0 conjuguée de /22 + 3 — 2 puis simplifier f(z) par z — 1 \;:ﬂh hui
— une autre expression de f(z) avec z élément de Dy L\f“)_ A’—V<
v,
f(x):\/ajﬁf2:(\/3627— 2) (Va?+3+2) _ (VaP+3) - (2) 2 +3-4
Tt +x—2 (2 + x—2)(\/3727+2) (2 + x—2)(m+2) (2 + 33—2)(\/;10274—2)
Fo) = 2?2 -1 _ (z—1)(z+1) _ (x+1)
(2 +2-2) (Va2 +3+2) (z— 1)(33(;—3)1%\/3227—1-3 +2)  (z+2)(Va?+3+2)
Ainsi : f(x) = g(z) en posant : g(z) = 012 (Va +3+2) /\_/y"‘7uL
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g est une fonction quotient définie et continue en 1 donc : page 6 / 6
1+1 2 1 1 1

limg = limg = limg = g(1) = = =— . D'ou: limf = limg = — et limf = limg = - .

o =lpo =lpmg =) = o P as42) 3@ 6 DOt i =lme=getin/ =g =g

1
Ayant : 1 ¢ Dy, limf = lir+nf =5 on déduit : f admet une limite en 1 et li{nf =5 L’énoncé 7 est vrai .
1- 1

énoncé 8 FAUX  contre-exemple : avec f(z) =z et g(z) =—x+1lona: 1+imf = 400 et 1+img = —oo vrai . En effet :
oo o0
lim f(x)= lim z=4occet lim g(z)= lim —ax+1=—-oco(car—1<0). i, o
T—+400 T—+00 T—+00 T—+00 /,\—) (_J,\
Par contre : lim f(z)+g(z)= lim o4+ (—z+1)= lim 1=1et1#0. ) i
z—+00 z—+00 z—+00 > math chc;(\”
hrf f(z) + g(x) = 0 est donc faux avec f(z) =z et g(x) = —z + 1 . L’énoncé 8 est faux . L\,_\) ,_\,Q
z—+oo o < g
énoncé 9 FAUX  contre-exemple : avec f(z) =z et g(x) = 2 on a : 1+imf =400 et Emg = +o0 vrai . En effet :
o0 o0
1
lim f(z)= lim z=+ooet lim g(x)= lim 22 = +oco . Par contre : lim f@) = lim = = lim —=0et0 #1
r——+00 r——+o0 Tr——400 r——+00 r——+0o0 g(g)) r——+00 {1;2 r—+ocox
lim f@) =1 est donc faux avec f(z) = z et g(x) = 22 . L’énoncé 9 est faux .
v—too g(z)

1
énoncé 10 FAUX contre-exemple : avec f(r) = — et g(x) = — on a: Emf =0et Emg =0 vrai . En effet :
xT xT 00 o)

2
1
1 1 - 1
lim f(z)= lim —=0et lim g(x)= lim — =0. Par contre : lim M: lim X = lim - x2?= lim o=+
r——400 r—+oo r— 400 z—>+oo;[;2 xr——+00 g({L‘) r——+00 1 r——+oo Tr——400
22
1
lim f@) =1 est donc faux avec f(z) = — et g(z) = — . L’énonceé 10 est faux .
z—+oo g(x) x x2

1
énoncé 11 FAUX  contre-exemple : avec f(z) = 23 et g(z) = —ona: Emf =400 et 1+img =0 vrai . En effet :
X oo 00
1
xgrfmf(x) = mgrfooz = 400 et xgrfoog(x) = mgrfoo = 0 . Par contre : IEIJIrloof($) x g(x) IEIJPOOJ:

3 1 :
X — = lim z=+40c0.
:1;2 T — 00

1
hr—f f(x) x g(x) = 0 est donc faux avec f(z) = z® et g(z) = — . L'énoncé 11 est faux .
T—+00 x

énoncé 12 VRAT une remarque en préalable : le quotient ch((g est défini au voisinage de +o0 avec f(z) et g(x) définis au
voisinage de 400 ( soit sur un intervalle du type |4, +oo[ ) et g(x) ne s’annulant pas sur cet intervalle .
On se place ensuite dans ces conditions et on note : R(x) = ?;g; —1. On adonc: 583 =14 R(z) puis f(z) = g(z)[1 + R(x)]
D’autre part : si lim f@) =1 alors lim fo) 1=0soit: lim R(z)=0.

z—+oo g(x) z—+oo g(x) z—+oo

On peut donc construire ’égalité suivante : f(z) = g(z) [1 + R(x)] avec lim R(x)=0".

r——+00

comparaison des limites de f et de g en +00

Avec le théoréme concernant la limite d’'une somme de deux fonctions on déduit : lirf 1+ R(z)=14+0=1.
T—T00

Cette limite n’étant pas nulle le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions est toujours applicable au

produit g(z) [1 + R(z)] et permet d’obtenir hrf g(z)[1+ R(z)] = lir+n g(x) .

L’égalité f(z) = g(x) [1 + R(x)] permet ensuite de déduire : lim f(z) = lim g(z) . AT A
T—+00 T—+00 \} 7
L’énoncé 12 est donc vrai . : Yy PB ( :
remarque : de telles fonctions sont dites fonctions équivalentes au voisinage de +oc . -'\ﬂ,,_; v
S,
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