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f est une fonction polynome

on demande : lim f et Emf

utiliser le théoréme : f étant une fonction polyndome , aux voisinages de + oo et de — oo , f(x) se comporte
comme son terme de plus haut degré

et utiliser les limites en —co et en +o0o des fonctions puissances du type :  — z™ (n € N—{0})

f est une fonction polynome

on demande : lim f avec x( réel
o

utiliser le théoréme : une fonction polynéme est continue sur R

autrement dit : avec f fonction polynéme : Vzg € R, imf = f(z)
N

f est une fonction rationnelle
situation 1 : xy € Dy

on demande : lim f
o

utiliser le théoréme : une fonction rationnelle est continue en tout réel de son ensemble de définition

autrement dit : avec f fonction rationnelle : Yo € Dy , limf = f(zo)
o

f est une fonction rationnelle < /\_y/ <_»7
situation 2 : en —oco et en o0 : ) math - lycée( :
on demande : l_uorol f et Eg‘} f & FL V

V

utiliser le théoréme : f étant une fonction rationnelle , aux voisinages de 400 et de —oo , f(x) se comporte

comme le rapport de ses termes de plus haut degré

aprés simplication , ce rapport est de 'une des trois formes suivantes ( avec k € R — {0} et n € N— {0} )

forme 1 : k 2™ . Dans ce cas : limf et limf sont infinies
+o0o —0o0
forme 2 : k. Dans ce cas : 1+imf =k=1limf et A:y=k est une droite asymptote & la courbe C
oo —0o0

1
forme 3 : &k x — . Dans ce cas : 1+imf =0=Ilimf et A:y =0 est une droite asymptote a la courbe Cy
x [ee] —00

f est une fonction rationnelle
N(z)
D(z)

f est définie par : Vo € Dy , f(z) =

To ¢ Dy soit D(xg) =0
situation 3 - 1 : # Dy (o)

N(l‘o) 7é 0
on demande : lim f et lirpf
Ty g

tableau de situation lorsque x tend vers xq :

N(x) — N(=xp) réel non nul

T—To

D(z) — D(zg) =0

T—T0

cette situation conduit a : lim f et lir+nf infinies
To Zo

et a ’existence d’une droite asymptote a la

courbe Cf d’équation réduite : x = xg

Dans cette situation 3-1 ou : zy ¢ D soit D(z) =0 et N(z¢) # 0 le polynéme D(x) , ayant xg comme racine
. . n entier naturel supérieur a 1

est factorisable par © — xg et peut s’écrire sous la forme (z — z9)"Q(x) avec ) P .
Q(x) ne s’annulant pas en x,

D’ou la démarche suivante :

1) factoriser au mieux D(x) par x — xo pour obtenir : Vo € R, D(z) = (x — 20)"Q(x) avec Q(zo) # 0

. N(z) 1
2) en déduire une expression " produit " pour f(x) : Vx € D¢, f(z) = X avec Q(x 0
N
e cette limite existe car Q(zo) # 0 entraine : z +— (z) définie et continue en zg
3) calculer lim (=) Q)

xT—xT( Q({ﬂ) ( N(xO)

e cette limite réelle, égale a

, est non nulle car N(zg) #0

Q(wo)
1 1
4) en tenant compte du signe de (z — ()" , préciser : lim ——— et lim ——— ( limites infinies )
i@ — ) ez (- wo)

et en

N
5) déduire les deux limites demandées ( lir+n f et limf ) en tenant compte du signe de lim Q((OU;
Tg Ty o v

utilisant le théoréme concernant la limite d’un produit de deux fonctions ( qui est utilisable ) .

conséquence : ces deux limites étant infinies , la droite D : x = x( est une droite asymptote & C'
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f est une fonction rationnelle
N(z)

f est définie par : Vo € Dy , f(z) = D)
x

xog & Dy soit D(xg) =0
situation 3 - 2 : # D (z0)
N(z9) =0
on demande : lim f et hm f
zg

tableau de situation lorsque x tend vers xg :

v oy 4
D(z) — D(x9)=0 >/\_>J \_«\7

T—xTg \
> math lycc;(
5 ¥

) §
ﬁ/“Lv f V

Dans cette situation 3 —2 :

— Le théoréme concernant la limite
d’un quotient n’est pas applicable
— xo étant une racine commune a N(x) et D(x) ,
N(x) et D(x) sont factorisables par = — zg

et le quotient f(x) est simplifiable par = — x

ayant N(xo) =0 et D(zg) =0, N(x) et D(x) sont factorisables par z — zp . D’out la démarche suivante :

1) factoriser au mieux N(x) et D(x) par z — z( pour obtenir : {g((x)) - ((m a xo))kPE 2) Zviz SE%; i 8
z) = (T — 2 Vi Zo

)
_ kp _ kp
(2 — 20)"P(x) puis simplifier au mieux le quotient W

(z = 20)"Q(x) x —10)"Q(z)

pour obtenir une expression simplifiée de f(x) notée g(x)

Ayant : Vo € Dy, f(z) =

écrire ensuite : Yz € Dy, f(z) =

g(z) on a : lir+nf = lirPg , limf = limg

2) étudier le comportement de g(x) au voisinage de 2y pour déduire les deux limites demandées pour f .

Selon les valeurs de n et de k , trois cas peuvent se produire :

g — iO;:gEg = ggg avec Q(xg) # 0 ; g est donc définie et continue en x
— o

p
ainsi : hmf = hmg = g(xp) et limf = limg = g(x) avec g(zg) = (o)
mO mO Ty xzq Q(mo)

Ayant : zo ¢ Dy et hmf = limf = g(wo) on peut affirmer : f admet une limite réelle en z( et lim f = g(=o)
To *o

1" cas : n=Fk . Alors : g(z) =

P(z) P(xz) — P(x0) réel non nul
2m¢ cas : n>k. Alors : n—k >0 et g(z) = avec situation —
(IIJ _ xo)nka(x) T—xTo (.’E _ xo)n—kQ(m) -0
T—xg

On retrouve la situation 3 -1 : hmg et limg sont donc infinies .
930 T

On déduit alors pour f: lim f et liI_Pf infinies et © = 7y droite asymptote a C
g Zo

(x —z0)"P(x) — 0

T—XTQ

_ IcfnP
(z = o) () avec situation

3" cas: n<k.Alors: k—n>0etg(x)= @
x T—To

Q(x) — Q(zp) réel non nul

Tr— o

comme dans le 1¢" cas , g est définie et continue en zq ; d’ou : hmf = hmg = g(zg) =0 et limf = limg = g(zo) =0

xo xo zo zo

Ayant : zo ¢ Dy et hmf = limf = 0 on peut affirmer : f admet une limite réelle en zj et lim f =0
xg o

f est une fonction du type : = — \/u(z)

on demande : lign f avec ? symbolisant

zog réel de Dy ou +o00 ou —oo

AT ‘L\Z

)
pour tout réel x on a : PR
un rappel : x € D, ) {
- €Dy & b 4
€z ! {u(x) >0 L\/[\

Démarche a suivre : 1) examiner le comportement de u(x) au voisinage de ?

2) utiliser le comportement trouvé pour u(x) et les limites de X — +/ X pour déduire 1i{r)n f en posant X=u(x)

trois cas sont possibles:

1¢" cas : il_>m? u(z) = a avec a > 0. Alors : hirlnf = ili}“[}!\/ u(zx) = )1(121(1\/ X=va

X — a codifie u(x) tend vers a lorsque x tend vers ?

2™¢ cas : iujl}u( xz) =0 avec u(z) > 0. Alors : li{'I)nf :iin%\/ u(z) = )1(1210\/ X=v/0=0

X>0
3™¢ cas : lim u(z) = +oo . Alors : liylf = lim?m: lim v X = +o0

rx—7 ? r—7 X ——+oo
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