Ordre sur R - Manipuler des inégalités

A propos de la relation < page 1 /3

1) I’ensemble R des réels

o i . 3 les réels dits réels positifs dont ’ensemble est noté R
Dans R on distingue deux catégories de réels :
les réels dits réels négatifs dont I’ensemble est noté R~
les ensembles Rt et R~ sont tels que :
— RT UR™ =R ( un réel est positif ou négatif ) ; R "R~ = {0} (0 est le seul réel qui soit a la fois positif et négatif )
— la somme de deux réels positifs est un réel positif ; le produit de deux réels positifs est un réel positif

— R est I’ensemble des opposés des réels positifs

2) la relation <

définition 1 : un réel a est dit inférieur & un réel b si et seulement si la différence b — a est positive .
Onnote: a<b < b—aeR"
remarques : — Avec Rt UR™ =R, la différence b — a est positive ou négative et permet donc d’écrire : a < boub<a
— a—best 'opposé deb—adonc: a<b<sa—beR™
— Avec RTNR™ = {0} on déduit : a <betb<a<a=5b
— Avec: a<betb<condéduit: a<c

comparaison entre les réels a et b | son écriture symbolique ce qu’elle signifie
autres vocabulaires a est supérieur a b a>b a>bsb<a
associés a la relation < a est strictement inférieur a b a<b a<bea<beta#b
a est strictement supérieur a b a>b a>bsa>beta#bd

définition 2 : étudier le signe d’un réel x revient a le comparer au réel 0 .

signe possible pour un réel x écriture symbolique Tf —
X est positif z>0oubien: 0<z S NS \w”\7
x est négatif z<0Ooubien: 0>z "> math lyce;( -
x est strictement positif ( soit positif nonnul ) | 2 >0 oubien: 0 <z } \"<
x est strictement négatif ( soit négatif non nul ) | 2 < 0 ou bien : 0 > x —\/—\> V
x est nul z=0 Vv
utile pour les exos ! comparer deux réels distincts a et b revient a étudier le signe de leur différence :
— elle est positive lorsque cette différence est écrite dans le sens le "plus grand" — "le plus petit"
— elle est négative lorsque cette différence est écrite dans le sens le "plus petit" — "le plus grand"
3) sous-ensembles de R définis avec des inégalités : les intervalles
l'intervalle [a, b] la, b] Ja, b] [a, b[

sa propriété
relabea<z<bd rela,bfEa<z<d z€la,blea<r<b r€abea<xz<d

caractéristique
sa représentation
graphique a x€[a,b] b a x€la,b[ b a x€la,b] b a xe[a,b[ b

lintervalle [a, +oo | ]—o00,b] la, +oo | ]—o00,b |

sa propriété x € [a, o[z >a x€l—o0, b x<b z €la, ool x> a x €] —o0,b[ex<b

caractéristique x € [a,+oo[e a <z T €] —o0, bl b>x z €la,+o[& a <z x €] —00,b[& b >
sa représentation

: €3, = P h Ry b

graphique s X €]-00,b] b a X €EJa+oof X €]-c0,b[ b
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Préalable : pour chacune des manipulations indiquées dans le tableau ci-dessous l'inégalité construite est de méme sens que

Pinégalité précédente dont elle se déduit (ou de méme sens que les inégalités précédentes)

la manipulation autorisée la régle a utiliser des exemples d’application
erx<ysr+4<y+4
er<yesr—1<y—1
ajouter ou retrancher un méme réel a<b <<= a+c<b+c
) ) e r<3&zx+5H<8
aux deux membres d’une inégalité a<b <<= a—-c<b-c
e’ >0 22 +5>0+5
soit : 22 >0 224+5>5
transférer un réel d’un des deux 0e2r+1<42r<4-122<3
membres d’une inégalité vers son autre at+b<c <<= a<c—b e3r —5<13x<1+5<3x<6
membre ( c’est ajouter 'opposé de ce a—b<c << a<c+b e7r—2>4dx+5&Tr—4x>5+2
réel & chacun de ses deux membres ) donc: 7z —2>4x+53x>7
j 3 <b < < it :
ajouter membre & membre deux s {a alors : at+c<b+d avec ¢ < 3 et y < 5 on construit
inégalités de méme sens csd r+y<3+5soitx+y<8

manipuler une inégalité avec la multiplication des réels

la manipulation autorisée la régle a utiliser des exemples d’application
multiplier ou diviser les er<ye2r<y A
T <y <= ar<ay 3 5 S <_-»'\_(,
deux membres d’une inégalité Aveca>0ona: : e <5& <1 N
r<y < — <= x S i ¢
par un réel strictement positif Y a " a ory <= 5 < % vy _Cv&
v
multiplier ou diviser les o<y —2x>—2y
TLY &= axr = ay
deux membres d’une inégalité Aveca<0Oon a: . - y er<4de —\3z>—-4V3
) _ o T>yY = = > = er<yo > Y
par un réel strictement négatif a a T>Y 5= 5

transférer un réel non nul d’un

5
2w<5<:>x<§

20

des deux membres de I'inégalité §$ <H5oxr<hx 4 sr< ™

. s y 4 3 3

vers 'autre membre ( c’est Aveca>0ona: az <y T a )

o 2xr<Hb& x> ——
multiplier les deux membres Aveca<Oona: ar <y < x> Yy 3 2

o . a e —— <D T>-HX—2

de cette inégalité par l'inverse 4 3 20
de ce réel non nul ) donc : 17 < —Ser> 3
multiplier membre & membre Avec quatre réels a , b , ¢ , d positifs : o ]

avec x et y réels positifs vérifiant
deux inégalités de méme sens a<b ! . ac < bd ]

St alors : ac % x < b5ety<4on déduit : zy < 20

et & membres tous positifs c<d

A retenir : si on multiplie les deux membres d’une inégalité par un réel négatif , on construit une nouvelle inégalité de sens

A\

contraire & celui de I'inégalité précédente . \,,\)J 1,'.7
quatre manipulations interdites »j mhllp(ﬂ
retrancher mutiplier diviser ranger les carrés de
membre & membre membre & membre membre & membre deux réels quelconques
deux inégalités deux inégalités deux inégalités dans le méme ordre
de méme sens de méme sens de méme sens que ces deux réels
contre - exemple : contre - exemple : contre - exemple : contre - exemple :
5 < 6 est vrai —1 < 2 est vrai 5 < 6 est vrai —3 < —2 est vrai
3 < 5 est vrai ¥ —8 < 3 est vrai E] 1 < 2 est vrai mais (—3)2 < (—2)? est FAUX
mais 2 < 1 est FAUX mais 8 < 6 est FAUX mais 5 < 3 est FAUX (-3)°=9,(-2)"=4et 9> 14
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comparer des opposés , des inverses , des carrés , des racines carrées
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ce qu’il faut comparer

la régle a utiliser

des exemples d’application

les opposés de deux réels

L4

la fonction affine : x — —x est

strictement décroissante sur R

T<yY &= —x> Y &= —y> =T
e Avec deux réels x et y , c’est le
plus petit de ces deux réels qui a

le plus grand opposé .

Autrement dit : passer a I’opposé
change 'ordre

e Avec deux réels positifs a et b,
c’est le réel le plus proche du

réel 0 qui a le plus grand opposé

-b -a 0 a b

er<le —ax>-1

0d<r<9 I9I<—az< -4

e pour comparer —4,7 ; 3 et —2,5 on
peut adopter la démarche suivante :
1) comme seul nombre positif , 3 est
le plus grand de ces trois nombres

2) on compare —4.7 et —2,5 : 2,5 est
plus proche de 0 que 4,7 donc c’est
2,5 qui a le plus grand opposé et on
déduit : —4,7 < —2,5

Finalement : —4,7 < —2,5 < 3

les inverses de deux réels non nuls

)

la fonction inverse est strictement
décroissante sur I'intervalle |—oo, 0]

et sur Uintervalle ]0, +-00[

Avec deux réels non nuls et de
méme signe , c’est le plus petit
de ces deux réels qui a le plus
grand inverse . Autrement dit :
Passer a l'inverse avec deux réels
de méme signe change ’ordre

Mathématiquement ( voir figure ) :

a<0 1 1
avec ra<b &= —>-
b<0 a b
z>0 1 1
avec <y — —<-—
y >0 Y z

1 1
04<5doncg<f

1
37 one 4 2 2
WO 4_2
9 S T3
5 2 1 1
92 2 R
° <x<2donc5<x<2
S y<-24 1 1.2
* —— —2donc —= < — < ——
5 =Y S

1 1
® pour comparer 5 et - : on peut

adopter la démarche suivante :

1) comparer 6 et 7: 6 <7 \/«u,vﬁj_,

2) puis déduire par passage 3 /> math - Iyoée(
1 hAy (v

Pinverse : = < —
7

6 y

dre

va

S

les carrés de deux réels positifs

b == 1

la fonction
carré est
strictement
croissante
Q%+ ==
sur

I'intervalle

[0, +-o00]

¥ t-l-ft4-F1-|-F3=

t
!
[
[
O a

Deux réels positifs se comparent
comme leurs carrés : c’est le plus

petit de ces deux réels qui a le

ey
7
\

plus petit carré . A0 g
)
Mathématiquement : ¥ o
LAY
a>0 )
avec ta<b <= a°<0b2
b>0

eavec2<zx<3ona: 22<z?<32
soit : 4 < z2<9

e avec n entier naturel : n et n+1 sont
positifs et vérifient : n <n+1

on déduit par passage au carré :

n? < (n+1)>2

les racines carrées de deux réels

Deux réels positifs se comparent

positifs . 3 , e2 <z <3donc: V2< T <3
7 comme leurs racines carrées : c’est
AN
s . , . e pour comparer V2 et\/6 : on peut
Vs L] : le plus petit de ces deux réels qui a
| i . . , adopter la démarche suivante :
! ! la plus petite racine carrée .
| | . 1) comparer 2et 6: 2 <6
0 a i3 Mathématiquement : ) comparer
0 2) puis déduire par passage a la
a =z
la fonction racine carrée est avec ta<b <= a<vb racine carrée : v/2 < /6
b>0
strictement croissante sur [0, +00]
% i O
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