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‘exercice 1|

. utiliser le produit scalaire pour justifier
Objet :

un alignement de trois points
La situation : ABC est un triangle non aplati et non équilatéral

— O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC ( point de

concours des médiatrices des trois cotés du triangle ABC)

— G est le centre de gravité du triangle ABC ( point de concours
des trois médianes du triangle ABC )

— H est 'orthocentre du triangle ABC ( point de concours

des trois hauteurs du triangle ABC )

La figure permet de conjecturer : O , G et H alignés

— —
1) Supposons que @ est un vecteur orthogonal & AB et & AC . Deux cas sont possibles selon que @ = 0 ou @ # 0
—
0

- — 1D Ny~ . — N
— Avec v =0 : orthogonal & AB et a AC' est vrai car le vecteur o est orthogonal a tout vecteur B,

>/

- -3 ) math - tyese(”
— Avec W # 0 : u orthogonal & AB et & AC entraine u normal aux droites (AB) et (AC) . 0 ﬁq [V/<

Par conséquent : les droites (AB) et (AC) sont paralléles et ont en commun le point A . Elles sont donc confondues .

D’ou : @ vecteur non nul et orthogonal a AB et a4 AC entraine A , B et C alignés ce qui contredit : ABC triangle non aplati
— — . N —_— . —

Et W # 0 ne convient donc pas comme vecteur orthogonal & AB et a AC' .

— —
Ainsi : Avec A , B et C non alignés : si u est un vecteur orthogonal & AB et a AC alors : U = 0

—_— . —

—_— = = = — —_— = = — —_— — —

2) (OA+0OB+0C—-0OH)-AB=(0OA4+0B+0C+ HO)-AB=(0OA+ 0B+ (HO+0C))-AB
—_— = = = — —_— = = — —_— = — —_— —
(OA+0B+0C —-0OH)-AB=(OA+0OB+ HC)-AB=(OA+0OB)-AB+ (HC - AB)

H étant orthocentre du triangle ABC , (HC) est la hauteur de ce triangle issue de C et HC L AB

—_— — — — — —_— — — —_— — — — — —
Donc : HC - AB =0 et (OA+ OB +OC — OH) - AB = (OA + OB) - AB = (OA+OB)~(AO+OB)

-

—_— = = = — " —_— = — 2 — 12 }Aj/ \_/\7

(OA+ 0B +0C ~ OH)- A = (0B + 04) - (0B - 04) = |0B||" - ||0d| = 0B* - 042 D,

"y
O étant le centre du cercle circonscrit au triangle ABC , O est équidistant de A , Bet C et OA = OB A
—_— — — —
Donc : (OA+ OB+ 0C —OH) - AC = OB? —0A? = 0A? - 042 =0
—_— —_— — —
De méme en utilisant la hauteur (HB) perpendiculaire a (AC) , OB — OH = HO + OB = HB on obtient :
— —_— — _— = — —_— -
(OA+OB+OC’ OH) = ( A+OC’) AC+(OB OH)-AC = (OA+0C)-AC+ (HB - AC)
— —_ — —_— —

(OA+ OB +0C — OH) = (0 OA + OC’) AC 40 car HB L AC entraine HC' - AC =0

(OA + OB +0C — OH) - AC = (OA + OC) - (OC — OA) = HOCH - HOAH —0C? — 0A?
O étant le centre du cercle circonscrit au triangle ABC , O est équidistant de A , Bet C et OC = OA 0

—

— — o — ) math - lyose "
Donc : (OA+ OB+ OC — OH) - AC = OC? — 0A% = OA? — 0A2 =0 '
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3) alignement des trois points O , G et H . page 2 / 14
— —
Pour justifier cet alignement , il suffit de prouver la colinéarité des vecteurs OG et OH
_— — = = — _— — = = —
On a prouvé précédemment : (OA+ OB+ OC —OH)-AB=0,(OA+0OB+0C—-0OH)-AC =0
N —_  — — —— - = - = _ — ==
En posant v = 0OA+O0OB+0C -0OHona: u -AB=0et uw-AC =0 et donc u orthogonal & AB et & AC

La question 1) permet d’affirmer : w = o . D’autre part :

N N — — — — N — — — —
—uU=00A+0B+0C—-0H =70 << 0A+0B+0C =0H A
: : . . T o
— Comme centre de gravité du triangle ABC , G est défini vectoriellement par : GA+ GB + GC = 0o 3> mats - yoée(_
—_—  — = == — = = — . . ey j—\/g
dou: OA+ 0B+ 0C =0G+GA+OG+ GB+ OG+ GC ( en utilisant la relation de Chasles ) v

. —_— = — — —_— = — — N —
puis : 04+ OB +0C =30G + (GA+GB + GC) =30G + (7) = 30G
Par conséquent : w = 0 & OA+ OB+ 0OC = OH & 30G = OH et I'égalité 30G = OH prouve la colinéarité

= —_— . . .
des vecteurs OG et OH . Les trois points O , G et H sont donc alignés .

exercice 2|

Objet : utiliser le produit scalaire pour justifier

Pappartenance de quatre points & un méme cercle

(o 3

La situation : ABC est un triangle rectangle en A ; H est le pied de

la hauteur issue de A ; I et J sont les milieux respectifs des /
segments [AB] et de [AC] B o

—_— — —_— —
1) HB - HC = —AH? ? deux types de solutions selon la méthode choisie pour exprimer HB - HC' .
—_— — —_— — 1
solution 1 : on utilise ’expression de HB - HC en fonction des longueurs HB , HC , BC: HB - HC = 5<HB2 + HC? — BC?)

H étant le pied de la hauteur issue de A | les triangles AHB et AHC sont rectangles en H et ABC est rectangle en A .

Le théoréme de Pythagore est applicable dans ces trois triangles et permet d’obtenir : y ‘{J‘\_(—/\?

HB? = AB?> - AH? ; HC? = AC? — AH? ; BC? = AB? + AC? ;>"'-"h 'M»'(%
1 ’Wﬁ_ Y

Do s HB - HC = J(AB? — AH? + AC® — AH? — AB* — AC?) = L(~2A4H?) = ~AH? R

— —
solution 2 : On décompose les vecteurs HB et HC avec la relation de Chasles pour faire apparaitre des vecteurs orthogonaux

et on utilise des projetés orthogonaux

— —

—_— — —_— - —_— - —_— — —_— — —_— —
HB-HC =(HA+ AB)- (HA+ AC)=(HA-HA)+ (HA-AC)+ (AB-HA) + (AB - AC) égalité 1
—_— —_— —

D’autre part : — AB - AC = 0 car ABC rectangle en A entraine AB L AC
— (1?71 . ﬁ’) = (1774 . ﬁ) car AC se projette orthogonalement en AH sur (AH) g L:Y

—_ — —_— — — — 2 ;
— (AB-HA) = (AH - HA) car AB se projette orthogonalement en AH sur (AH) L0k

_— — _— — _— — —_— —

L’égalité 1 devient donc : HB- HC' = (HA-HA) + (HA-AH) + (AH-HA)+0. Dou :
—_ — — —_— — —_— —_— — —_— —_— —_— —_— —_— —_—
HB-HC = (HA)?+ (-AH - AH) + (AH - —AH) = (HA)? — (AH)? — (AH)?> = (AH)? — (AH)? — (AH)?> = —(AH)?> = —AH?
2) Justifions Hi- ij =0 . Comme I et J sont des milieux , on peut utiliser deux fois la propriété caractéristique du milieu :

— 1—s  1— . — 11— 1— -
VM eP,MI= §MA+§MB car I milieu de [AB] et VM € P, MJ = §MA+ §MC’ car J milieu de [AC] .
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—

— 11— 1— l— 1—
En remplacant M par H on obtient : HI = §HA—|— §HB et HJ = 5HA—|— iHC' page 3 / 14
— — 15 15 15 "
Donc: HI-HJ = (3HA+ ;HB)-(HA+ ;HC)
—_ — 1,50 5 P S P e
Et: HI-HJ = 3(HA-HA)+ 3(HA-HC) + ;(HBb - HA)+ ;(HB - HC)

—_— —
D’autre part : — H étant le pied de la hauteur issue de A ona: HA 1 BC et H € (BC) donc :

S
—_— — —_— —— . —_— — —_— — \'\j \‘/\7
HA1 HC et HA1 HB ce qui entraine : (HA-HC)=0et (HB-HA)=0 “’\/,,.,,‘h ol
,). \<
— (HB - 1?8’) = —AH? d’aprés la question 1) i 1 g

V
Par conséquent : H1 - HJ = THA? 4+ 2(0)+ 1(0) + 3 (—AH?*) = 1 AH? - 2AH? =0
— — _— —
Ayant prouvé : HI - HJ =0, on peut affirmer : HI 1 HJ .
conséquence : les triangles AlJ et HIJ sont rectangles respectivement en A et en H . Ils sont donc inscriptibles dans le cercle

de diametre [IJ] et les quatre points A , I, J , H sont cocycliques et appartiennent au cercle de diamétre [1J] .

n exercice 3|
Objet : utiliser le produit scalaire pour justifier
la perpendicularité de deux droites

J

La situation : ABC est un triangle rectangle en A ; H est le pied

] de la hauteur issue de A ; I et J sont les milieux respectifs des

B 0 H c

segments [HB] et de [HA]

— — —
1) AI en fonction de AH et de AB .

. - . . - — 1l 1—
I étant le milieu de [HB] , on peut utiliser la propriété caractéristique du milieu : VM € P, M1 = §M H+ §M B

— 1— 1—
Avec M = A on obtient : Al = §AH + §AB

— —
2) Que vaut AI - CJ 7 En utilisant au point C la propriété caractéristique du milieu pour J milieu de[HA] on obtient comme

. — l— 1— L = l— 1—
a la question 1) : VM € P, MJ = §MH+ §MA puis CJ = §C’H—|— §C’A avec M =C
— — — —_— — —_— —_— = —_— — —_ =

Donc : Al -CJ = (3AH + }AB) - (3CH + $CA) = 1(AH - CH) + X(AH - CA) + :(AB - CH) + 3(AB - CA)

—_— — —_— —
D’autre part : — (AB-CA) =0 car ABC est rectangle en A entraine : AB L CA

—_— — —_— —— —_— —

— H étant le pied de la hauteur issue de Aona: AH L CB et H € (BC)donc: AH L CH et AH-CH =0

— (XFI . C—1>4) = (ﬁ . I?Zl) car CA se projette orthogonalement en HA sur (HA)
) =

_— = _— — —_— —_

— (AB-CH) = (HB-CH) car AB se projette orthogonalement en HB sur (BC) qui est aussi (CH)
—_— — —_ — _— — _— —

dou: (AB-CH)=(HB--HC)=—(HB-HC) = —(—AH?) (démonstration de HB - HC' = —AH?*faite 4 I'exo 2 - 1)
— — —_— — —_— —

Done : AT - € = 1(0) + }(AH - HA) + }(~(~AH?)) + }(0) = ~1(AT - AH) + }(AH?)

Et: Al-CJ=1(AH?) - L(AH?) =0.

A

— /\_/"\~ \(_f‘
On déduit avec AT-CJ =0: AT L CJ. ¥ 3
/] math - lycée s
Les droites (AI) et (CJ) sont donc perpendiculaires 2 §

ﬁ/ﬂ /—\-"
L\/_\
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exercice 4‘ Objet : utiliser le produit scalaire pour page 4 / 14

justifier la perpendicularité de deux droites A
La situation : ABC est un triangle rectangle en A ; A’ est
le mileu de [BC] ; H est le pied de la hauteur issue de A ;

I et J sont les projetés respectifs de H sur les segments

[AB] et de [AC]

—_— — —_— —
1) AB-IJ = —AB- AH est vrai . En effet :

m

A H c

I étant le projeté orthogonal de H sur [AB] , le vecteur Al
— —_— — —_— = —_— — —_— -
est le projeté orthogonal des deux vecteurs JI et AH sur ABet AB-JI =AB-Al=AB-AH
— — — — — — —_— —
Donc: AB-1J=AB-—-JI=—-AB-1J=—-AB-AH
— — —_— —— —
De méme AC - IJ = AC - AH est vrai . En effet : J étant le projeté orthogonal de H sur [AC] , le vecteur AJ est le projeté
— — — —_— — —_— — —_— ——
orthogonal des deux vecteurs I.J et AH sur AC et AC'-1J =AC-AJ=AC-AH
2) Pour justifier la perpendicularité des droites (IJ) et (AA’) il suffit de prouver lorthogonalité des vecteurs TJ et AA!
en montrant : ﬁ .1J =0 . En utilisant la propriété caractéristique du milieu on a :
—_— — — —_— — —
VM eP,MB+ MC =2MA’ car A’ est le milieu du segment [BC] . En ayant M = A on obtient : AB + AC = 2A4A’
— 1— 1— _— — 1— 1— — 1l /— — 1l /— —
Donc : A4’ = 4B + JAC et AA'-TJ = <2AB + AC> TJ =5 (AB-TJ) + 5 (AC-TJ)

2 2
— —_— —

-IJ=AC - AH ( d’apres la question 1 ) . Donc :

Al

—_— — —_— —
D’autre part : AB-IJ=—AB-AH et

—_— — 1l /— — 1 /— — —_— 11— — 11— —_— — 1—
AA T :—f(AB~AH)+7(AC-AH — (-AB - -AH | + (AC--AH :(—AB—i—AC)-fAH
2 2 2 2 2
A4 -TJ = (BA+AC) - 4H =  (BC-AH) \Ajfu\?
—_  —— —_ — = 2
De plus : H est le pied de la hauteur issue de A donc : BC' L AH et BC-AH =0 > math chtc(ﬁ
— — 1l /f— — 1 — — } <
Do : AA’-IJ:f(BCﬂAH) = —(0) =0t AA’ 1 IJ est démontré . Ny v
2 2

Ainsi : (IJ) et (AA’) sont bien perpendiculaires .

\exercice 5 ‘ utiliser le produit scalaire trouver une condition nécessaire et suffisante ( CNS ) pour que

deux médianes d’un triangle soient perpendiculaires

La situation : ABC est un triangle de centre de gravité noté G et

I et J sont les milieux respectifs des segments [AC] et [AB] . AB? + AC? = 5BC*

J

Les médianes (GI) et (GJ) sont perpendiculaires si et seulement B

. - - . .
si les vecteurs GI et GJ sont orthogonaux soit si et seulement ¢

—_ —
si: GI-GJ =0

—_— —
expression de GI - GJ en fonction des longueurs AB , AC et BC

En utilisant la position du centre de gravité de ABC sur chaque médiane de ce triangle on a : GI = =Bl et GJ = J

— 1= 1l /= =\ 1[= 1— . - 1=
D’autre part : — GI = gBI =3 (BC’ + C’I) =3 (BC—l— 2CA> ( relation de Chasles ; I milieu de [CA] donc : CT = §C’A

Wl =

|

Et:(ﬁ:%(219_c’*+67)4)
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1
— De méme en utilisant la relation de Chasles et J milieu de [BA] qui entraine : BJ=-BA , on construit : page 5 / 14

GJ=:Ci=~(CB+BJ) =+ (CB+LB4) =L (208 + BA) . Par conséquent :
=3 _§( + )_3( —|—§ >_6( + . Par conséquent :
— — 1/ — — 1 —_— = 1 —_— = — =
GI-GJ_<6 (QBC+OA>)~<6 (2CB + BA) :%(<23 +CA)- (2B + BA))
— — 1 —_— — — —_— — — —
GI-GJ = 5 [(2BC-2CB) + (2BC - BA) + (CA-2CB) + (CA- BA)|
GI-GJ i'4(13_(,’\—13_0’)+2(B_c’-1§)4)+2(c_>.79)+(A_c)._B))}
S 36 L
_— — 1
En utilisant ensuite I’expression suivante du produit scalaire : MN - M P = 3 (M N?24+ MP? - N P2) on obtient :

_ s
CTI>~CT(>]:% ~4(BC) +2><;(BC’2+BA2CA2)+2><;(CA2+CBQABQ)+;(AC’2+AB2C’Bz)}
C—l_f-G_j:% —4BCQ+(BC2+BA2—CA2)+(CA2+CB2—AB2)+;(ACQ—&—ABQ—CBQ)}

L A
CTJ’>~(T]:% 4BCQ+BCQ+CBQ;CBQ+BA2ABQ+;ABQCA2+CA2+;ACQ] ” Lj
’%.—’_il? o Lypo 1yl 1 2 2 _ 2 Lﬁ /*v\'<
GI GJ—36 _ 2BC’ +2AB —|—2AC =3 (AB + AC 5BC) LA

CNS pour que (GI) et (GJ) soient perpendiculaires . en utilisant ce qui précede on déduit :

— — — — 1
GIJ_GJ@GPGJ:O@E(ABZ+AC’275BC2):O¢>AB2+AC'275BC’2:O<$ABQ+AC’2:5BC’2

Donc :’ les médianes du triangle ABC issues de B et C sont perpendiculaires si et seulement si : AB% + AC? = 5BC?

\exercice 6 ‘ utiliser le produit scalaire que les hauteurs d’un triangle sont concourrantes

Préalable : A | B, C, D points quelconques du plan . Alors

—_— — = = — —
r=AB-CD+ AC-DB+ AD - BC

8
I
S

S Sue— —_— —
B-(CB+BD)+AC-DB+(
_— — = —

— —
r=AB-CB+ AB-BD+ AC - DB +
—

— —_— —
v=AB-(~BC) +AB-BD + i
—_— — —_— — — —_— _— — —
v=—(AB-BC)+ AB-BD + (CA) - (BD) + AB-BC+ BD - B
_ — = = = — —_— — — — = — e _— — —
r=AB-BD+CA-BD+BD-BC=CA-BD+ AB-BD + BD -BC = (CA+AB) -BD+ BC-BD
_— — = — —_ — —_ — _— — _— =
©=CB-BD+BC-BD = (~BC-BD) +BC-BD ==~ (BC-BD) + BC-BD =0 .
Ainsi : Avec A , B, C, D points quelconques du plan on a : AB-CD + AC-DB+ AD-BC =0 ) math - lyeée(
) {
La situation : ABC sont trois points non alignés du plan et ABC est un triangle non rectangle . 1/1_\/_'\ ¥

Les hauteurs du triangle ABC issues respectivement de A , B et C sont notées hy , hg et hg .
1) Supposons que les hauteurs h4 et hp ne soient pas sécantes . Elles sont donc paralléles et vérifient : hy L (BC) et hp L (AC) .
Or : deux droites perpendiculaires & deux droites paralléles sont paralleles .
Par conséquent : ha//hp , ha L (BC) et hg L (AC) entraine (BC)//(AC)
D’autre part : deux droites paralléles ayant un point en commun sont confondues . Par conséquent :
Ayant : (BC)//(AC) et C € (BC) N (AC) on déduit : (BC)//(AC) . Les points A , B et C sont donc alignés ce qui contredit
I’hypothése : A | B et C non alignés . Les hauteurs hy et hp ne peuvent donc étre paralléles .

Ainsi : les hauteurs hy et hpg sont sécantes en un point noté H .

2) On dispose a présent de quatre points : A, B, C et H . En utilisant le préalable avec D = H on obtient :

— ey mmy ——h
AB-CH+ AC-HB+ AH-BC =0 A
http://www.math-lycee.com L
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D’autre part : comme hauteurs sécantes en H et issues respectivement de A et de B on a : page 6 / 14
—_— — —_— —

— ha=(AH) et hy L (BC)d'on: AH L BC et AH-BC =0
—_— — —_— —

— hg=(BH)et hg L(AC) dou: HB1 AC et AC-HB =0

_— = —— —  —— —— —_— — —_— —

Par conséquent : AB-CH + AC-HB+ AH - BC =0 devient AB-CH +0+0=0soit: AB-CH =0

(CH) est donc la droite perpendiculaire & (AB) passant par C : on reconnait en (CH) la hauteur he du triangle ABC issue de C

Avec : (CH) = he on déduit : la hauteur he contient le point H .

Ainsi : les trois hauteurs du triangle ABC sont concourantes en H ( point appelé orthocentre du triangle ABC )

Remarque : avec ABC rectangle par exemple en A : hg = (BA) et ha = (CA) car (BA) L (CA) . Les trois hauteurs de ABC

recatngle en A sont naturellement concourantes en A .

3) On note Hy , Hp et He les pieds respectifs des hauteurs hy , hp et he . . Aid 7,_,«7
_—  —— — —  — — . f\'lhl'"/\“‘
3-1 HA-HB=HB-HC = HC - HA est vrai . En effet : % N
_— — —— —  — [ — . . . . (_\/—\) /—\"<\

— HA-HB=HB-HA=HB- (HC’ + C’A) (symétrie du produit scalaire et relation de Chasles ) X

—_— — —_— = — —— —_— — —_— = —_—
HA-HB=HB-HC+ HB-CA=HB -HC+0car (BH)=hp entraine HB1 CAet HB-CA=0
—_—
Dou: HA-HB=HB-HC
—_— — —_— [ — _ — — — —_ — e
—>Deméme:HA~HB:HA-(HC’—i—CB):HA~HC+HA-C’B:HA-HC+Ocar(HA):hA entraine HA - CB = 0
_— — —_ — —_ —
Dou: HA-HB =HA-HC = HC - HA par symétrie du produit scalaire

—_— —_— —_—
3-2 HA-HH,=HB-HHp = HC - HH; est vrai . En effet :

— le projeté orthogonal de B sur hy = (HA) est le pied de la hauteur hy . En effet : comme pied de la hauteur hy , H est le
point d’intersection de hy et de (BC) . D’ou : (BH4) = (BC) entrainant : (BH4) L (AH)
—_— — —_— —
Par conséquent : HA- HB = HA - HH 4 avec Hy projeté orthogonal de B sur (HA)
- —_— —
— De méme comme pied de la hauteur hg = (HB) , Hp est le projeté orthogonal de C sur (HB) et HB- HC = HB-HHp
—_ — — e
— De méme comme pied de la hauteur he = (HC) , He est le projeté orthogonal de A sur (HC) et HC - HA=HB - HHy4

—_— —_— —_— — —_— —_— —_—
Ayant prouvé en 3-1: HA-HB=HB-HC =HC - -HA on déduit : HA-HHy =HB-HHp =HC - -HH¢

‘ exercice 7 ‘ ABCD est un rectangle tel que AB =15et BC =6 .
D " c
M est un point intérieur au segment [CD] tel que CM = z avec z € 0, 15]
— —
1) M B - CA en fonction de x . En utilisant la relation de Chasles on obtient :
—— e T — e —
MB-CA:(MC+CB)-CA:MC-CA+CB-CA A 5

D’autre part :

— ABCD est un rectangle donc B est le projeté orthogonal de A sur (BC') et :
_— = = —— —\ 2 — (2

CB-CA=CB-CB=(CB) = |CB|| =cp* =¢* =36

— M est un point de (CD) on a (CM) = (CD) ; ABCD est un rectangle donc : (CD) L (AD) . Par conséquent :

—_— = — — —\ — —_— —
D est le projeté orthogonal de A sur (CM) et : MC - CA = MC-CD = (fCM> .CD =— (CM : OD) N
o = AR o N >
De plus : M ést intérieur au segment [CD] donc les vecteurs CM et CD sont colinéaires de méme sens et L\ ot tveiel”
CM -CD = ||OM || x | €D =M x €D = x 15 =150 et : MC-CA =~ (CM -CD) = ~150 Ny (v

Vv

—_— = —a = —— —— —_— —
Par conséquent : MB-CA=MC-CA+CB-CAdevient : MB-CA=—-15x+36 ou MB-CA =36 — 15z
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—_—
2) déduction de M A - M B en fonction de x page 7 / 14

—_— —_— = — — s
En utilisant la relation de Chasles on obtient : MA- MB = (MC’ + C’A) -MB=MC-MB+CA-MB
— —
D’autre part : — CA- MB = MB-CA = 36 — 15z en utilisant la symétrie du produit scalaire et la question 1)
— (CM) = (CD) ; ABCD rectangle entraine : (CD) L (BC) . Donc C est projeté orthogonal de B sur (CM) et :
_— —  — — ——\ 2
MC-MB = MC-MC = (MC)" = MC? = z?

—_— — —_— — = —— —_— — —_— —
Par conséquent : MA-MB = MC-MB +CA-MB devient : MA-MB = 2% + 36 — 15z soit : MA-MB = x> — 15z + 36

3) Le triangle MAB est rectangle en M si et seulement si les vecteurs M A et M B sont orthogonaux .

—_— — —_— — —_— —
Or: MALMB & MA-MB =0 avec MA- MB = z? — 152 + 36 d’aprés la question 2) .

A\

—_— — .

Donc: MA1 MB < 22 — 152+ 36 =0 e

5 math huc;( :

3 est une racine de 2% — 152 + 36 car 32 — 15(3) +36 =9 —45+36 =0 . }\/ 7
6 1 B

\Y,

Donc 22 — 15z + 36 est factorisable par z — 3 et : Vo € R, 22 — 152 + 36 = (x — 3) (z — 12) .
_ —

Dou: MALMB & 2?2 —152+36=0< (z—3)(z—12) =0z =3 ouxz = 12

Les valeurs 3 et 12 conviennent pour la longueur x = CM car : 3 €]0,15[ et 12 € ]0,15[ .

Ainsi : deux positions de M ( CM = 3 ou CM = 12 ) sur le segment [CD] rendent le triangle MAB rectangle en M

‘ exercice 8 ‘ ABCD est un quadrilatére quelconque ; I est le milieu de [AC] et J est le milieu de [BD]

1) 1-1 (AB* + CD?) — (AD* + CB?) =2 (DB - AC) ? . Onnote : a = (AB*+ CD?) — (AD* + CB?) . Ona:
o= (AB? 4+ CD?) — (AD? + CB?) = AB? — AD? + CD? — CB? = (AB? — AD?) — (CB? — C'D?)
Un des trois théorémes de la médiane permet d’obtenir avec J milieu de [BD] : VM € P, MB? — MD? = 2(m : B—lﬁ)

En utilisant deux fois ce théoréme avec M = A et M = C on construit :

a = AB?+ CD? — AD? — CB? = (AB? — AD?) — (CB? — CD?) = 2(JA - BD) — 2(JC - BD)
—_— == = —_— = = —_— = = — —
a=2JA—JC) BD=2JA+CJ) -BD =2(CJ+JA)-BD =2 (c -BD
a=2 (—CTA> : —B_>D) =2 (A—C)’ . lﬁ) =2 (D_B) . A_C>> (avec (= - —0) = - ¥ et la symétrie du produit scalaire )

Ainsi : (AB2+CD?) — (AD* + CB?) =2 (DB - AC)

1-2 AB? + BC? + CD? + DA? = AC? + BD* +41J2 ? AB? + BC? + CD? + DA? = (BA? + BC?) + (DA? 4 DC?)
Un deuxiéme théoréme permet d’obtenir avec I milieu de [AC] : VM € P, MA? + MC? = 2M1? + %AC’2

En utilisant deux fois ce théoréme avec M = B et M = D on construit :

AB? + BC? + CD? + DA? = (BA? + BC?) + (DA? + DC?) = 2BI* + %AC’Q +2DI* + %AC’Q = AC? +2(IB? + 1D?)

1
Le méme théoréme avec J milieu de [BD] permet d’obtenir : VM € P, MB? + MD? = 2M J? + §BD2

1
En remplacant M par I on obtient : IB2 + ID? = 2IJ? + §BD2 . D’ou : . 7 7_,\7
AB? + BC? + CD? + DA? = AC? + 2 (IB? + ID?) = AC? + 2 (2[]2 + 2BD2) = AC? + 41J? + BD? §
"\"‘“L N

Ainsi : AB?2 + BC? +CD? + DA? = AC? + BD? + 41.J?

2) 2-1 condition nécessaire et suffisante pour que le quadrilatére ABCD ait ses diagonales perpendiculaires
Les diagonales du quadrilatére ABCD sont [AC] et [BD] . Elles sont perpendiculaires si et seulement si : AC L BD

— — — — _— — —_— —
Or : ACJ_BD@DBJ_AC@DB-AC:O(:)2(DB-AC)=0
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On a démontré en 1-1 : (AB2 + C’DQ) — (AD2 + C’BZ) =2 (D_B> : A—d) . Donc : page 8 / 14
AC 1 BD & (AB?+CD?) — (AD? + CB?) = 0 & (AB? + CD?) = (AD? + CB?)

Une condition nécessaire et suffisante pour que le quadrilatére ABCD ait ses diagonales perpendiculaires est N

que ses quatre cotés verifient : AB2 + CD? = AD?> + CB?

2-2 condition nécessaire et suffisante pour que le quadrilatére ABCD soit un parallélogramme

Le quadrilatére ABCD soit un parallélogramme si et seulement si ses diagonales [AC] et [BD] ont le méme milieu

soit si et seulement si: I =J . Or: [ =J < IJ=0. Daprés 1-2: AB?2+ BC?+ CD? + DA? = AC? + BD? +41J? .
Donc : 41J? = (AB? + BC? + CD? + DA?) — (AC? + BD?*) . Dou :

I=J&1J=0&41J? =04 (AB* + BC? + CD? + DA?) — (AC? + BD?) & AB? + BC? + CD? + DA? = AC? + BD?

Une condition nécessaire et suffisante pour que le quadrilatére ABCD soit un parallélogramme est que la somme des carrés

des longueurs de ses quatre cotés est égale & la somme des carrés des longueurs de ses deux diagonales

exercice 9‘ utiliser le produit scalaire et les

projetés orthogonaux pour montrer que deux
droites sont perpendiculaires

La situation : ABC est un triangle non aplati et D est
une droite contenant seulement le sommet C de ce
triangle . A’ | B’ sont les projetés orthogonaux
respectifs des sommets A , B sur la droite D .

On considére les deux droites suivantes :

— D; est la perpendiculaire a (BC) passant par A’

— Dy est la perpendiculaire a (CA) passant par B’
On note I le point d’intersection des droites Dy et Do
— — — —
Pour justifier (CI) L (AB) il suffit de justifier CI 1 AB en montrant : CI- AB =0
—_ — — —_— — — — —_— —
Cl.AB =Cl-(AC+CB) = (C1-4C) + (CI-CB)
D’autre part : — Dy est la perpendiculaire & (CA) et contient les points I et B’ . En notant Hy le point d’intersection de Do et (CA)
—_ — —_— — —_— —
on a donc Hy projeté orthogonal des points B’ et I et : (C’I . AC) = (C’B’ . AC’) = (CH2 ~AC>
— Dy est la perpendiculaire & (BC) et contient les points I et A’ . En notant Hy le point d’intersection de Dy et (BC)
—_ — —_— — —_— —
on a donc Hy projeté orthogonal des points A’ et I et : (C’I - C’B) = (CA’ - CB) = (C’H1 - CB)
— A’ , B’ sont les projetés orthogonaux respectifs des sommets A | B sur la droite D contenant C , A’ et B’. Donc :
—_— —_— —_— —_— —
(CA4"-CB) = (CA'-CB') et (CB'- AC) = (CB'- AC)

Par conséquent : (CTI>A_C>')+(CTI>C'—B)):(C’—B;E)+(C'—A;C'—B>): (C—A70—B;)+(C’—37ATC:)

Puis : (C_’j ‘ A—d) + (CT]> : —B>> = (C—A; : C'—37 ) + (ATC)’ . C—B; ) par symétrie du produit scalaire \4,\4,&1,\7

bi: (i -aC) + (01 .CB) = (& @) + (-04 -GB) = (64 -GF) - (G4 -05) =0 2

Ainsi : CTI)E: 67.7)14—))—&—(6_’.;6’—3}) devient : (ﬁ-@:o -\hZ\FCV
— —

Ayant prouvé CI 1 AB on peut affirmer : les droites (CI) et (AB) sont perpendiculaires .
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exercice 10 ‘ Objet : utiliser le produit scalaire et sa formule utilisant

un cosinus pour justifier que deux droites sont perpendiculaires
La situation : ABDE et ACFG sont deux carrés construits extérieurement a
un triangle ABC . I est le milieu de [BC] .

— —
Pour justifier (AI) L (EG) il suffit de prouver : AI 1 EG en montrant :

_— =
Al-EG=0.

K . . . K o1 — e —
En utilisant la propriété caractéristique du milieu pour I milieu de [BC]on a: VM € P, 2MI = MB + MC

— —_— — — 1l /— —
En remplacant M par A on obtient : 2A] = AB + AC puis : Al = 3 (AB —|—AC’) . D’ou :
— — — — / Y_
Al - EG = % (A_B> +AC) EG = % (ABJrA_C>'> : (EA+14_C>;’) (relation de Chasles ) \\Aj :7
—_— — 1l /— — 1l /— — 1 /— — 1 /— — _\/:g’
AI-EG_§(AB-EA)+§(AB-A )+§<AC-EA)+§(AC-AG) )
— — — — — —_— —
ABDE et ACFG étant des carréson a: AB | EAet AC L AG puis: AB-EA=0et AC-AG =0. D’ou
— = 1 l/— — 1 /— — 1 1l /— — 1l /— —
AI~EG:%(O)+2(AB-1140)+2(A ~E114)+2(0):2(IAB-AG)+2(AC-EA
— — —_— — — — —_— — —
AI-EG:%(AB-AG>+2(AC~—AE2:2<A Ac) - 5 (AC - 4E)
/IT)E—C:’ =3 X HA—B>‘ X HA—G)H X cos a — 3 X HA—C)'H X HA—E)H X cos  en notant « une mesure de 'angle (A—B),A—C)J)

et [ une mesure de 'angle (A—C)’, E) .
ABDE et ACFG étant des carrés on a : ”A_B)H = HA—E>H = AB et HA—C:‘H = HA_C>'H = AC donc :

—_— = 1 1
AI~EG:§xABxAC’xcosa—§><AB><AC’><cos,B

—
—_— —

Il reste & comparer cos a et cos § . Pour cela on utilise une mesure a de ’angle orienté (A , C’) et la relation de chasles concernant

les angles orientés et les angles droits associés aux sommets des carrés ABDE et ACFG

—
—_— —

— une mesure de 'angle (A.B>, ﬁ) est la somme d’une mesure a de ’angle (AB, C’) et somme d’une mesure gde I’angle

—

(A—é, E) donc : o = (a +£)\[27T] et cosa = cos (a+ g) = —cosa

- — — — = =,
— une mesure de ’angle (AC, AE) est 'opposé d’une mesure de 1'angle (AE7 AC) . Une mesure de ’angle (AE, AC’) est la somme

—

7

s B — = T
d’une mesure 5 de 'angle (AE7 AB) et d’'une mesure a de I'angle (AB, AC) soit : 5 +a . Donc :
8 =— (a + g) [27] et cosfB = cos [f (a + g)] = cos (a + g) = —cosa et cosa = —cosa donc : cosf = cosa
En utilisant ce qui précéde on déduit ensuite :

/T[-E—G):%XABXACXCOSO[—%XABXACXCOSﬂ:%XABXACXCOSOZ—%XABXACXCOSQZO

— —
Ayant prouvé : AT - EG = 0 on peut affirmer : (AI) et (EG) sont deux droites perpendiculaires . /\j/ A
A

exercice 11 ‘ Objet : utiliser le produit scalaire B J S

A 2, "‘\vﬁ) [vf
pour justifier que trois droites sont concourantes \ \

Dy

La situation : ABC est un triangle non aplati et D est une droite ne contenant Dy \

aucun des trois sommets de ce triangle . A’ | B’ et C’ sont les projetés

\ c

orthogonaux respectifs des trois sommets A , B et C sur la droite D . : \\ \ 1)3/9
\ -

D; : perpendiculaire & (BC) passant par A’ ; Dy : perpendiculaire &

(CA) passant par B’ et D : perpendiculaire & (AB) passant par C’
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1) Supposons Dy // Ds . D est perpendiculaire & (BC) et lorsque deux droites sont paralléles page 10 / 14
toute perpendiculaire a 'une est perpendiculaire a Pautre . Donc : Dy // Do et D; L (BC) permet de déduire : Dy L (BC)
D’autre part : Dy est perpendiculaire & (AC) et deux droites perpendiculaires & une méme droite sont paralléles .

Donc : (BC') L Dy et (AC) L Dy permet de déduire : (BC)//(CA)

D’autre part : les droites paralleles (BC) et (CA) ont en commun le point C .

Par conséquent : (BC) et (CA) sont confondues et les trois points A , B et C sont alignés .

Ainsi 'hypothése Dy // Dy conduit a Palignement des trois sommets du triangle ABC ce qui contredit ABC non aplati .

Donc D; et Dy ne peuvent étre paralleles . Ainsi : D; et Dy sont bien sécantes en un point qui est noté I .

remarque : un méme raisonnement permet de justifier : D; et D3 sécantes puis Dy et D3 sécantes . J/H
R R G g, i
2) A justifier : C'I- AC=C'B'-AC et C'I -CB=C'A"-CB ) math-tyote(”
)} <
. C'1-AC = (C'B' + B'1)- AC = (C'B' - AC) + (B'I - AC) b e

—

D’autre part : Dy est la perpendiculaire & (CA) passant par B’ et contient I donc : Dy = (B'I) et B'T L AC
— — — — —_— — —_— —
Donc : (B'T-AC)=0et C'I-AC=(C'B'-AC)+0=(C'B"- AC)
—_— — —_— — — —— = - =
- C'I-CB=(C'A'+ A'I)-CB=(C'"A"-CB)+ (A'I-CB)
D’autre part : D; est la perpendiculaire a (BC) passant par A’ et contient K donc : Dy = (A1) et A—)'IJ_C—B>
_— — _— — —_— —— —_— — —_— — —_— —
Donc: (AI-CB)=0et C'I-CB=(C'A"-CB)+ (A'I-CB)=(C'A"-CB)+0=(C'A"-CB)
NN
3) déductions : C'I - AB = ? puis d; ,dy et d3 concourantes en I
—_— — —_— — —_— — — —
Ayant prouvé : C'T- AC = C'B'- AC et C'I -CB = C'A’ - CB on obtient :
—_— — = —  — —_— — —_— — —_— — —_— —
C'I-AB=C'I-(AC+CB)=(C'T-AC)+(C'T-CB)=(C'B"-AC)+ (C'A’-CB)
D’autre part : A’ , B’ , C’ sont les projetés orthogonaux respectifs des trois sommets A , B et C sur la droite D .
_— — _— —— — —
Donc : (C'B’- AC) = (C'B’ - A’C") car AC se projette orthogonalement en A’C’ sur D = (C'B’)

- = —_— —_— —_—
Et: (C'A"-CB)=(C'A"-C'B’) car CB se projette orthogonalement en C'B’ sur D = (C'A’)

Dot : C']-AB = (C'B - AC) + ( C'A’ - CB) devient C'I - AB = (C'B' - A'C') + ( C'Al - O'B))

Et : C.’I}A.B) =(C'B"-AC"Y+(C'B'-C'A)y=(C'B"-AC")+ (C'B"--A'C")=(C'B"- A'C") - (C'B"- A'C") =0
NN
Ainsi : C'I L AB et (C'I) L(AB) .

Comme droite perpendiculaire a (AB) et passant par C’ , la droite (C'I) est donc confondue avec la droite Dy . 30 ‘7\_,\7
S

l \
: ) math - ycée( 3

Par conséquent la droite D3 contient I qui est le point d’intersection des droites Dy et D5 .

e
)
J

e, T A
Les droites D; , Dy et D3 sont donc bien concourantes en I .

exercice 12 ‘ Objet : utiliser le produit scalaire et sa formule utilisant E

un cosinus pour justifier que deux droites sont perpendiculaires

La situation : ABC et ADE sont deux triangles rectangles isocéles .

Prouver que (BD) et (CE) sont perpendiculaires .

—_—  — —_— —
Pour justifier (BD) L (CFE) il suffit de justifier BD L CE en montrant : BD-CE =0
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BD-CE = (B—/)l + E) . (CTZl + E) en utilisant la relation de Chasles page 11 / 14
BD-CE = (E’LO_A) + (ﬂ-ﬁ) + (E-O_fi) + (E-E)

—

ABCetADEétantrectanglesenAona:B_I>4J_C' et AD J_A—E)etdonc:(B—le CT)) Oct( D- E):O.D’ou:

sl

B_’D-O_J’3:0+(E’1-E)+(E-C_/i)+oz(3 E) (E-E’x):(—B E)+ AD - —AC

BB CF - - (1B AF) - (4B . 10)
2

—_— — — —_— —_— —_— _/>\_) \/ 7
BD - -CE = — HABH X HAEH X COS (v — HADH X HACH x cos 8 en notant « une mesure de 'angle (AB,AE) B

N - ﬁ\/(
et  une mesure de 'angle (AD, AC) ol 5.

—_— —
BD -CE=-AB x AE xcosa— AD x AC X cos 8
D’autre part : — ABC et ADE étant isoceles de sommet parincipal A : AB = AC et AE = AD .
— en utilisant une mesure a de ’angle orienté (A_C:, A—D>) et la relation de chasles concernant les angles orientés et les angles
droits associés au sommet A des triangles rectangles ABC et ADE on obtient :
- = _ =, _/>\_> _ = T T
- une mesure de (AB, AE) est la somme des mesures des angles (AB7 AC) (AC, D) , (AD, AE) soit 5 +a+ §soit T+ a
- une mesure de (A—D), A—C>') est 'opposée d’'une mesure a de l'angle orienté (AC AD) soit : —
—_— —
par conséquent : BD -CE = —AB x AE x cosa — AD x AC x cos 8 devient :
BD-CE = —AC x AD x cos (m+a) — AD x AC x cos(—a) et cos (7 +a) = —cosa ; cos (—a) = cosa . D’ou :
BD-CE = —AC x AD x (=cosa) — AD x AC x cosa = AC x AD x cosa — AD x AC x cosa =0 .

Ayant prouvé : BD-CE =0 on peut affirmer : les droites (BD) et (CE) sont perpendiculaires .

exercice 13 ‘ Objet : Puissance d’un point P

par rapport 4 un cercle M %
5
C est un cercle de centre O et de rayon r , P est un
point n’appartenant pas au cercle C et distinct de O . c g
B
D est une droite contenant P coupant C en deux N ?1
. . = @,
points distincts A et B . //
.. 53 BB _DA DA 2 _ .2 _ > @
1) 1-1 A justifier : PA- PB=PA-PA = 0OP? —r?. P
H
A’ étant le point diamétralement opposé au point A |
le segment [AA’] est un diameétre du cercle C et pour 5
. — —_—
tout point M de C on a par théoréme : MA L MA’.
: . BA 7 o b
B est un point de C donc : BA L BA' . \\m ~(7 polaire Alde P par rapport au cercle ¢

B est donc le projeté orthogonal de A’ sur (AB) qui l\l\ AW‘
_— — —_— —

est aussi (PA) avec A , B et P sont alignés . On déduit alors : PA-PA'= PA-PB .

—_— = —_—  — —_—
D’autre part : — PA- PA = (Po + OA) : (PO n OA’) ( relation de Chasles )

— [AA’] est un diameétre du cercle C de centre O donc O milieu de [AA’] et : 0A' = —OA

_— — _— — B — —|2 — 12

Par conséquent : PA - PA' = (Po n OA) : (Po - OA) - HPOH - HOAH — PO% — OA?
—y —
Et: PA-PA’ = OP? —r% (A étant un point du cercle C de centre O et de rayonr: OA =1)
—_— — —_— —

On a donc prouvé avec ce qui précéde : PA-PB = PA-PA' = OP? — 12
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1-2 le nombre PA - PB égal & OP? — 12 ne dépend que de la distance du point P au centre du cercle C

page 12 / 14

et de la valeur du rayon de ce cercle . Le choix de la droite D sécante a C et donc des points d’intersection A et B de D avec C

. . . . —_ g 4
n’intervient pas dans le calcul du produit scalaire PA - PB .

vocabulaire : ce réel ﬁl . ﬁ?} est appelé la puissance du point P par rapport au cercle C ; il est noté p(P,C) .

Ainsi : p(P,C):173—1)4~P—B):OP2—7"2

1-3 signe de p(P,C) selon la position du point P par rapport au cercle C

position de P par rapport au cercle C

P intérieur & C

P extérieur & C

comparaison entre OP et le rayon r de C

OP<r

OP >r

signe de p(P,C)

OP? <r?etp(P,C)<0

OP? > r%et p(P,C) >0

remarque : pour la derniére ligne de ce tableau on utilise : OP et r étant positifs les comparer revient & comparer leurs carrés

2) On note M le point d’intersection , quand il existe , des tangentes au cercle C en A et en B et H le projeté orthogonal de M

sur la droite ( OP) .

Préalable : Les tangentes au cercle C en A et en B sont perpendiculaires respectivement a (OA) et (OB) . Les supposer paralléles
conduit au parallélisme des droites (OA) et (OB) soit & (OA) et (OB) confondues ( comme doites paralléles ayant en commun

le point O ) .

On obtient alors ’alignement des points O , A et B sur la droite D contenant A et B . Autrement dit : supposer les tangentes au
cercle C en A et en B paralléles conduit & : D contient le centre O de C .

Dans la suite de I’exercice on suppose que D ne contient pas le centre O de C . Les tangentes au cercle C en A et en B sont alors

sécantes en un point noté M et on note H est le projeté orthogonal de M sur la droite ( OP) ; (MA) est la tangente au cercle C en A et
est la tangente au cercle C en B

2-1 Justifier que les cing points O, M , H, A , B sont situés sur un méme cercle que 1’on notera Cy .

Comme tangentes respectives en A et en B au cercle C de centre O on a : (MA) perpendiculaire a (OA) et (MB) perpendiculaire a
(OB) . les triangles MOA et MOB sont donc rectangles respectivement en A et en B et d’hypothénuse [OM] . Par conséquent ces

deux triangles sont inscriptibles dans le cercle C; de diamétre [OM] . De méme avec H projeté orthogonal de M sur la droite (OP) ,

le triangle OMH est rectangle en H et d’hypothénuse [OM] donc également inscriptible dans le cercle C; .

Ainsi : les cinq points O, M, H, A , B sont situés sur le méme cercle C; de diamétre [OM] .

2-2 la droite (OP) coupe le cercle C; défini précédemment en O et en H . par conséquent le nombre P’O> . PH peut se définir comme

la puissance du point P par rapport au cercle C; de diameétre [OM] . En utilisant le résultat de la question 1-2 on obtient :

—_— — _— =

PO -PH =p(P,C;) = PA- PB car A et B également situés sur C; et (AB) =D

Et en utilisant la puissance du point P par rapport au cercle C on a : PA-PB = p(P,C) = OP? — r? d’apreés 1-2 e 4
_— _— — _— — ) math - lycse(” {'

D’ou : PO-PH = PA . PB devient : PO-PH = OP? — 2 £

e ’

PO - PH est donc indépendant du choix de la droite D sécante & C en A et B .

position du point M H étant le projeté orthogonal de M sur la droite (OP) , le point M se situe sur une droite A perpendiculaire &

(OP)en H. O, P, H étant alignés , PO et PH sont colinéaires et ‘P—d . ﬁ'{‘ = PO x PH ou ‘P—O> . P—I){’ =OP x PH .

—_— —

PO -PH|
oP
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|OP2 - r2|
OP
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Donc : PH = ( P # O entraine OP # 0) avec : PO-PH = OP? —r? . D’'ou: PH =
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La position de H projeté orthogonal de M sur (OP) ne dépend que de la distance de P au centre O du cercle C page 13 / 14

et du rayon r de ce cercle :
|OP2 _ 7,2| B OP2 _ 7“2

— avec P extérieur A C : OP? > 12 d’ou: OP?2 —1r2>0. Onaalors:lFO)-Fﬁ>OetPH:

0 oP

. . == 7 —_— —— OP2 —_ rg

Les vecteurs colinéaires PO et PH sont donc de méme sens ( car : PO -PH >0) et PH = —op
intéri ) 2 2 2 _ .2 53 o |OP2—7“2| r2 —OP?

— avec P intérieur A C : OP* <r* d’ott: OP° —r*<0. Onaalors: PO-PH <0et PH = oP =~ 0p

‘néaires PO et PH : >3 oo r2 —OP?
Les vecteurs colinéaires PO et PH sont donc de sens contraires ( car : PO-PH <0 ) et PH = —op
La position de H est donc bien indépendante du choix de la droite D sécante & C en A et B . ;’Uﬁ T/Jj
Ainsi : la droite A perpendiculaire & (OP) en H ( point fixe ) et contenant M est bien une droite fixe . oW & v

vocabulaire : cette droite fixe A est appelée la polaire du point P par rapport au cercle C .

2-3 Dans cette question on suppose P extérieur au cercle C et on note C et D les points de contacts des droites tangentes

au cercle C menées par P . Pour justifier que C est un point de A ( droite perpendiculaire a (OP) passant par M ) il suffit
—  — —_— =

de montrer MC' L PO en prouvant : PO-CM =0 .

C étant le point de contact de la droite tangente au cercle C menée par P | les droites (PC) et (OC) sont perpendiculaires et le

triangle OCP est rectangle en C . On peut donc appliquer le théoréme de Pythagore dans ce triangle et obtenir ainsi :

OP? =0C?+ PC? . D'ou: PC? =0OP? — 0C? = OP? —r? ( C situé sur C donc : OC =r)

—\ 2 —_— — —_— —
D’autre part : — PC? = (PC) = PC - PC et donc : OP? —r%? = PC - PC

—_— —— —_— N,
— d’aprés 2-1: OP%2 —r2 = PO - PH = PO - PM car H est le projeté orthogonal de M sur (OP) . Ay (_‘,\7
—_— — —_— — —_— — —_—  — — —_— — —_— — A
Par conséquent : PO - PM = PC - PC puis : PO-PM = (PO + OC) - PC = (PO . PC) + (OC - P ) ) math - lyeée( i
— — — — W z—\/&
Or : OCP est rectangle en C donc : OC L PC' et OC' - PC'=0 : Lv_‘\ ;
— —— — — — —
Doi: PO-PM = (PO-PC) +0= (PO-PC)
—_— = = — —_— = — —_— = —— — ——
On obtient ensuite PO - PM — PO - PC = 0 puis PO - (PM . PC) — 0 puis PO - (CP n PM) —0dou: PO-CM =0

Ayant prouvé : PO-CM =0 on peut affirmer : C est un point de A .

De méme on montre : le point de contact D de la deuxiéme droite tangente au cercle C menée par P est un point de A .
remarque : avec P extérieur au cercle C , la polaire du point P par rapport au cercle C peut se définir comme la droite passant
par les points de contact des droites tangentes au cercle C menées par P .

3) Dans cette question on suppose P extérieur au cercle C . On note N le point d’intersection des droites D et A .

3-1 A justifier : PA.PEB = PN - PI avec I milieu de [AB] .

N étant sur A (perpendiculaire & (OP) en H ), son projeté othogonal sur (OP) est H et le triangle OHN est rectangle en H .
Le triangle OAB est isocéle de sommet principal O car O est le centre du cercle C avec A et B points de C . I étant le milieu
de [AB] , la médiane (OI) de ce triangle isocele en O est perpendiculaire & (AB) ( droite contenant N ) et le triangle ONT est
rectangle en I . Les deux triangles OHN et OIN rectangles de méme hypothénuse [ON] sont donc inscriptibles dans le cercle
de diametre [ON] noté Cy . Les points O , H, I, N sont donc situés sur un méme cercle qui est Co . Les droites D et (OP)

contiennent P et sont respectivement sécantes au cercle Co en N, Teten O, H .
A

. . s . —_— — —_— — N
La puissance du point P utilisée par rapport a ce cercle Cy permet d’obtenir : p(P,Cs) = PN - PI = PO - PH o Ay
—_— = = — _— = = — . ) math "‘CJ’\f;
D’autre part : PO-PH = PA- PB d’aprés 2-2 . Par conséquent : PN - P[ = PA- PB est vrai . Ui Sy
19 &

\V
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3-2 En déduire : IP-IN = I[A%2=1B?. page 14 / 14

En utilisant les propriétés du produit scalaire et la relation de Chasles on construit :

|

—_— = _— = — —_ = —_— — —\ 2 —_ — —_ — —
IP.IN=1ID- (IP+PN) - (IP~IP) + (IP-PN) - (IP) 4 (—PI-PN) —Ip?_ (PI.PN) —Ip?_ (PN- I)

—_ — —_— — = —
D’oﬁ:IP-IN:IPQ—( PB) on a prouvé en 3-1: PA- PB = PN - PI )

—_— — — —_ =
D’autre part : PA-PB = (PI + IA) (PI + IB) (relation de Chasles ) P o I
—_— == —_—  — — — A, 6
PA-PB = (PI + IA) ( - IA) (1 milieu de [AB] entraine : 1B = —IA ) ) e
2 RS
PA.-PB = HPIH HIAH (pour tous vecteurs w et v : (U + V) (U — V) = ||7||2—H7||2 ) ’

|

PA-PB=PI? — JA? = [P? — [A?
— — —_— — — —
Par conséquent égalité TP - IN = IP? — (PA- PB) devient : TP - IN = IP? — (IP*  [A%) = [P* — [P* 4 [A® = [A®
— —
Et I milieu de [AB] entraine : A =1IB . Donc : IP-IN = I[A? = I B? est justifié .
_— — _ — _— — —_— —
3-3 En déduire : PA-NB = I[A- NP puis: PA-NB = — (PB : NA)

— En utilisant la relation de Chasles avec le milieu I de [AB] et les propriétés du produit scalaire on construit :

P_A.J@:(ﬁ+ﬂ).(m+ﬁ9):(ﬁ+ﬁ4>.(m IA) (IB = —IA car I milieu de [AB] )

P (71 3) (1 (-3)) (131 + (7 (-13)

PA-NB = (TP-IN) - (PI-TA) + (TA-NT) - (TA-TA)

PA-NB = (IP-IN) - (T4-PI) + (T4 _I))f(l_))2

PA-NB=TA%— (I_’ Pi +(I71-7) ~ 142 (en utilisant : 1P IN = I A2 prouvé en 3-2 ) e & 2%
PA-NB= (IA- -PI) + (IA-Ni) = (TA-NI) + (TA-1P) = TA- (NI + IP) ot : PA.-NB=TA-NPwai ;="

NA (PI—&—IB)-(NI—I—IA):(—_I)—&—I—}) (N_j—[—)) (I—Z:—IBcarImlheude[AB])
- (55 (7 (-9)  19.30) o (19 (1)
.NA = (TP-IN) - (P1-1B) + (1B - N1) - (1B)

— —_ — — — — —
-NA:IBQ—(PI-I >+(I .NT) = IB? (en utilisant : 1P - IN = IB? prouvé en 3-2 )

cCC

B
— — — [ = _— = == —
-NA:(IB IP)+(I I):IB-( I—|—IP)et:PB-NA:IB~NP

!
|
3l

— — —
— On a prouvé : PA-NB:IA-NP;P -NA - NP et I milieu de [AB] entraine : TA=—T1B . Donc :
—_\ — —_ — —_— —
PA-NB=TA-NP= ( IB) NP=-(IB-NP) = - (PB-NA)
—_— — —_— —
Li¢galite PA- NB = (PB NA) est vraie
3-4 A justifier : OP-ON =12

—_— —

W’D-WZOT)D~(OT’D+WV):(OT’D-OT’D)+(OT)D~WV) :(0—15)2+(—P_0)-17v):0192—(PO-PN)

D’autre part : — Comme point situé sur A | N se projette orthogonalement en H sur (OP) et PO - PN = PO - PH
. —_— —
— D’aprés la question 2-2 : PO - PH = OP? — r?
— — —_— — —_— — A
Par conséquent : OP -ON = OP? — (PO - PN) devient : OP -ON = OP* — (OP* = 1%) = OP* — OP* 41 . <
Y S A
B, ; 2
Ainsi : les points O , P et n vérifient : _OP - ON = r? N
.\ / ey
vocabulaire : les points O et N sont dits conjugués harmoniquement par rapport au cercle C de rayon r . Lw/—\/ Vv
R
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