Produit Scalaire - corrigés feuille 1

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O , 7', 7) )

3
11 _ b 7, V
\exercice 1A(§> ;B<:?) C(i?) ;D< g) E(i’) ;F<_12+32/5§> page 1l /9 LA
2

Une figure permet de conjecturer le résultat : le rectangle est ABCE ; le triangle

isocele rectangle est ADE et le triangle équilatéral est EFC . ™ T hHo

nature du quadrilatére ABCE . Pour justifier que ABCE est un rectangle il suffit de ~_

prouver que ABCE est un parallélogramme ( en vérifiant : CE = BA ) ayant deux cotés

. . . . g -
consécutifs perpendiculaires ( en vérifiant CE L AE ) . \

D’autre part : |

CE<1_E:§;> doncc—*’E@) < ) donc BA( ) -

C’E et BA ont les mémes coordonnées donc C'—E) B est vrai .

— (8 — (5 —2 — (3
— CE (6) ,AE<1_5> donc AE(_4>

—_— —
CE - AE = TepTap T YgpYan = (8)(3) +(6)(—4) =24 — 24 =0 donc : CE L AFE est vrai

—_— —
Ayant prouvé CE = BA et CE L AE on peut affirmer : ABCE est un rectangle

—_—  —

nature du triangle ADE . Pour justifier ADE rectangle isocéle en D | il suffit de prouver : DE = DA et DE 1 D

11 1 11 7
(5-5 - - L I o
2 . 2 2 . 2 =
Ona: DFE soit DFE : DA 9 soit DA - s <

9 7] 1

12 -L ~2 = M
2 2 72 92 J_<—
DE - DA = eppepy +yppupi = (—5)(—3) + (-3)(3

L
2
EzzuﬁH z(xﬁ)QJr(yﬁ)Q:( ) ( ;>

5 2
A? = Hﬁ” = (xﬁ)Q + (yD—A)2 = (—;) + <2> =7 —I—i 540 DA = % . donc : DE = DA est vrai

Ayant prouvé DE = DA et DE 1L DA on peut affirmer : le triangle ADE est rectangle isocele en D

J/\

=0 donc : DE L DA est vrai et ADE est rectangle en D

50:<5ﬁ

44 2

N

7
4
49

»Jk\r—l )-lk\\l

2
> et DE = 5\[ ( DE positif )

nature du triangle EFC . Pour justifier que le triangle EFC est équilatéral , il suffit de prouver : EF = CF = CFE

8 2
—~ CE <6> donc CE? = H(J_E>H — (mC-E>)2 + (yC-E)Q — 82462 =64+ 36 = 100

— EF? = (zp-2p)* + (yr-yp)® = (1 =3V3 =5 + (-2 +4V3 - 1) = (=3V3 - 4)* + (4V3 - 3) = 33 +4)* + +(4v/3 -

F2? = (3v3)% 4+ (4)? + 2(3v/3)(4) + (4v3)? + (3)® — 2(4V/3)(3) = 27 + 16 + 24+/3 + 48 + 9 — 24+/3 = 100
— CF? = (zp_zc)* + (yr—yo)? = (1 = 3V3 = (=3))2 + (=2 + 4V/3 — (=5))> = (4 — 3v/3)? + (4V3 + 3)?
CF? = (4)% + (3v3)? — 2(4)(3V3) + (4v3)? + (3)? + 2(4V3)(3) = 16 + 27 — 24+/3 + 48 + 9 + 241/3 = 100
Donc : EF? = CF? = CE? = 100 puis EF = CF = CE = 10 ( une longueur est un réel positif )

Le triangle ECF est bien équilatéral .

. 2 2 4m —
‘exercme 2 ‘ m paramétre réel et u ( mf) et U (:{;) et W ( mn 3)

24+ m 2m —1

1) W et v sont orthogonaux ssi: u - v =0 soit ssi : xzx% + y3yw =0 . Donc :

T e (mV2)(V2)+F2+m)(m)=0em?P+dm =0 m(m+4) =0 m=0oum+4=0 )Aj\zj7
)

>n-.4lh tyote( g

J
)

em=0oum=—4 1B
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2) a3y — agyz = (MVD(m) - (2+m)(v2) = VZ (m? —m —2) . Donc:: page 2 /9
xﬂyy—xyyﬂ»:O(:)ﬁ(mQ—m—@:0(:>m2—m—2=()

-1 est une racine de m? —m — 2 car : (-1)2 —(=1) —=2=1+1-2=0. Donc m? — m — 2 est factorisable par m+1

et pour tout m: m? —m—2=(m+1)(m—2).Dou: a5yp —r5yz =0 (m+1)(m—-2)=0&m=—-loum=2
Ainsi : ¥ et v sont colinéaires ssi : m = —1 ou m = 2
3) W est unitaire ssi sa norme est égale 4 1. Une norme étant un réel positif || @[ = 1 < |@]> =1 < (z5) + (yz)> =1

Donc: |[W||=1< (4m—-3)2+2m—-1)2=1<16m? —24m+9+4m? —4m+1—-1=0<20m> —28m +9 =0
Le discriminant A de 20m2 — 28m + 9 vaut : A = b% — dac = (—28)% — 4(20)(9) = 64 et VA =8

A étant strictement positif , 20m? — 28m + 9 admet deux racines distinctes

-b+VA 2848 9 -b—vA 28—-8 1 Y
mp = = mo = = = — NS \_,"\j
2a 2(20) 10 2a 2(20) 2 ) {
N 9 ) math - lycée(
Ainsi w est unitaire ssi : m = — oum = — g 3 3
10 2 am A
I 4

S|

. —1 3 2 1
D E
\exercme 3A(2>,B<1),C<4) ( 3),
— (2—1 — (1 — [ 5—-1 4
027 (232 (3) 77 (), )etDF(z)

DE - DF—xﬁxDF+yDEyDF (I1x4)+(8x2)=

() ()
,TB(

+1 — (4 — ( 1-=2 — (=1
ams(4) (1) wen ()
3

— 3 3
2AB - ECD =(2x E) X (AB . C’D) 2(xExCD +yﬁyﬁ) =3 (Ax =14+ (-1x-=7)) =

HOJ

| ©

DE >0t DE? = (252)° + (y5z)° = 12+ 8% = 65 donc DE = /65.

—4
5 ) . M (x> désigne un point du plan
Y

2 —4
Ona:MED@WLW@CM n—OetC’M(y 4> W(5>

dot: M €D rg5;0% +yspym =0 [-4x (2= 2)|+ 5y —4)] =0 —4x + 5y — 12 =0

2) droite D contenant C et de vecteur normal ﬁ(

Ainsi : une équation cartésienne de la droite D est : —4x + 5y — 12 =0

3) médiatrice A du segment [AB] . La médiatrice A du segment [AB] est 'ensemble des points M équidistants de A et B

M<x> désigne un point du plan . Ona: M € A & AM = BM < AM? = BM? ( AM et BM positifs )

Yy

dou: MeAs (z—aa)+(y—ya)=(-2p)’+y-yp)’ e (@ (1) +(y-27=(x-3°+(y-1)?
dout: MeAs > +20+5+9y? —4dy=22—6x+10+1y> -2y =8 —2y—5=0

Ainsi : une équation cartésienne de la médiatrice A du segment [AB] est : 8z —2y —5=0

4) hauteur h4 du triangle ABC issue de A . La hauteur h4 est la droite perpendiculaire & (BC) passant par A .

1 -1
M( )demgneunpomtduplan On a: MEhAc)AMLBCW:)AM BC—OetAM<m+2>;R'(3>
Y Y-

dou: M €hy oz =0 [-1x(@+D]+By—2)]=0—-x+3y—7=0

ai%se T YaniVee

Ainsi : une équation cartésienne de la hauteur hy est : —z 4+ 3y —7=0

. — (1 — (4
5) nature du triangle DEF ? d’aprés 1) DE <8> et DF' (2> . D’autre part :

— (5 =2 — (3 NN v/ ./ \_f\7

EF {_5 et EF 6 DF EF—xﬁ’erF"_yDFyEF (4x3)+(2x —6)=0donc: DF L EF . S
— e . ,\ﬁ —y o <

Les vecteurs DF' et E'F' étant orthogonaux , le triangle DEF est rectangle en F . ol 5. v
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le cercle C circonscrit au triangle DEF rectangle en F est le cercle de diameétre [DE] soit ’ensemble des

T — —
points M(y) tels que : DM 1 EM . D’autre part : page 3/ 9
— R _— —— — (-1 — (-2
MEC@DMLEM@DM—EManveCDM( ),EM( >
y+3 y—>5
MeCergyite + UiV =09 @—1D(@—-2)+(y+3)(y—5) =02 -3z +y”> -2y —13=0

Ainsi : une équation cartésienne du cercle C est : 22 + 92 =32z —2y —13 =0

6) une équation cartésienne du cercle C; de centre C contenant F . Le rayon de ce cercle est r = C'F .

M<m> pointde P. Ona: M €C & CM=r& CM?=r*(CM et r positifs ) et r> = CF?
Y

Dou: M e€C & (zp —xc)* + (ym —yo)? = (xr — 2c)* + (yr — yo)? T/‘\_/
Dotu: MeC & (z—-22%+(y—4)?2=(5-22+(-1-4)2 w22 —do+y?> — 8y +20 =32+ (-5)? >[.u‘h ;t:
McC a2 —4z+9y>-8y+20=9+25< 22 +y? —4r—8y—14=0 E\ﬁ) 'F;;(
Ainsi : une équation cartésienne du cercle Cy est : 22 +93% — 4z — 8y — 14 =0 e
7) ensemble F = {M (i) Jr?+y? —22+6y—2=0}7 M(;j) désigne un point du plan . On a :
MeFea?+y?—20+6y—2=0% (22 —22) + (12 +6y) —2=0
MeFe (@-12-1)°+@+3?2-(3)°-2=0& (@-1)2+(y+3)?-12=0
MeFe (w—1)2+y+3)2=12et 12 = (vV12)* = (2v3)? ; D<_13>
McFa (z—1)24+(y+3)?2=2V3)?2 < (z—zp)*+ (y—yp)? =r? avec r = 2¢/3
La derniére équivalence permet d’affirmer : F est le cercle centré en D et de rayon 2v/3

. a\ 2 a\ 2 b\ > b\ >
\exercme 4 ‘ outils : pour tout réel x : 22 — ax = (w — 5) — (5) ; pour tout réel y : y? — by = <y — 2) — (2>

Elz{M(‘;> , 2% +y? — 10z + 8y + 23 = 0}

M<m> désigne un point du plan . On a :

(

MeE; < a?+y*—1004+8y+23=0% (22 —10z) + (1> +8y) +23 =0« (z—5)? =25+ (y+4)* — 16 +23 =0
MceE, & (x-5)2%+(y+4)?2?-18=0s (z—5)2+ (y+4)?=18et 18 = (\/18)2:(3\/5)2

MeE, & (x—-5)2%+(y+4)?= (3\/5)2675: MeE; & (x—12q)?+ (y—ya)? =12 avec : Q<54> et r =3v2

Cette équivalence permet d’affirmer : E; est le cercle centré en Q et de rayon 3v/2

x i O
EzZ{M( >,x2+y2+8x—10y+45:0} y s
y 8 > math ch-:.'< 7‘
T\ . 2 ¢

M désigne un point du plan . On a : V). ¥

MeE,&a?+y*+82—10y+45=0« (22 +8z) + (y> —10y) +45 =0« (z +4)> =16+ (y — 5)> — 254+ 45 =0
MeEy& (x+4)2+(y—5)2+4=0et: MEEy & (x+4)?+(y—5)72%=—-4
D’autre part : — (Vo € R, (z+4)? >0 et Vy € R, (y —5)® > 0) entraine Vz € R, Vy € R, (z +4)*+ (y —5)* > 0

— —4 <0

Par conséquent : (z +4)? + (y — 5)? = —4 est fausse pour tout point M(x) .
Yy

L’équivalence M € Ey < (2 +4)% + (y — 5)? = —4 permet ensuite de déduire : pour tout point M(x> :Mé Eset Eo =g
y

http://www.math-lycee.com produit scalaire - corrigés feuille 1


http://www.math-lycee.com

5
E3:{M(x>,x2+y2—3x+y+2:0} page4 /9
Y

s 5 ) ) 5 3\* 9 1\> 1 5
M€E3<:>.’L‘ +vy —3$+y+*:0<=><:>1‘ —3x—|—y +y+*20 .’E—i _i—i_ y+§ —Z—&-i:O

2 2
2 2 2 2
3 1 10 5 3 1
M€E3<:>(.’E—2> +<y+2> —4+2—0—0<:><m—2> +(y+2) =0 e
AR
D’autre part : — Vo € R, (z +4)2>0etVy eR,(y —5)2 >0 ) 3
Y math - lyese(
/ L 88
—VYaeR" ,YbeR" ;a+b=0&a=0etb=0 s i
) 3 2 1 2 3 1 Lv_x
Par conséquent : M € E3 < z- =0et y+§ =0& T3 =0et y+§ =0
3
M€E3©m:§ety:—§.
3 3
Cette équivalence permet d’affirmer : Eg3 est réduit & un seul point K 21 . Autrement dit : E3 =< K 21
2 2
F,= {M<x> , 2 +y? — 62 + 10y + 10 = 0} | rédaction analogue a celle de E
Yy
MeF, < (x—3)2+(y+5)?2= (2\/6)2 ; E1 est le cercle centré en et de rayon 2v/6
%
F, = {M<x> , 22 +y? + 14z — 4y + 57 = 0} | rédaction analogue a celle de Eo v \/ y
4 : > math l_wc;( g
MeFy;& (x+T7)72+y—-22*=-4;F,=0 2 .
\v.’_\> { \/
A (,_\
F3= {M<m> , 22 +y? — 122 + 4y + 40 = 0} | rédaction analogue a celle de E3 :
Yy

MeFB@(m6)2+(y+2)205F3{P<—62)}

. 1 -3 7
‘ exercice 5 ‘ Le plan est muni d’un repére orthonormal (O, 7, 7) . A( 2) , B(1>et C<5)

1) médiatrice de [BC] : la médiatrice A du segment [BC] est 'ensemble des points M équidistants de B et C .

M(z) désigne un point du plan . Ona: M € A < BM = CM < BM? = CM? ( BM et CM positifs )

dou: MeAs (z—zp)’+Wy—yp)’=(@—2c)>+y—yc)* & (z+3)2+(y+1)?=(x -7+ (y+5)?

puis: Me A a2 +6x+9+y2 +2y+1=22—142+49+ 12 +10y+25< 202 — 8y — 64 =0< 5z — 2y — 16 =0
Ainsi : une équation cartésienne de la médiatrice A du segment [BC] est : 52z — 2y — 16 =0 .

2) hauteur du triangle ABC issue de C : la hauteur he est la droite perpendiculaire & (AB) passant par C .

T . . —_— — —_— — —s (=T — [ —4
M(y) dé51gneunp01ntduplan.Ona:Meh(;(:)CMLAB(:)CM-AB:0etCM<y+5>;AB(l)

dou: Mehece[-4x(x—-T7]+[L(y+5)]=0& -4 +284y+5=0& —4do+y+33=0
Ainsi : une équation cartésienne de la hauteur hg est : —x +3y —7=0

3) droite D contenant C et perpendiculaire & Dy : =52 4+ 3y +4 =0 . D et D; étant perpendiculaires , tout vecteur directeur de D,

est normal & D . D’autre part : I’équation donnée pour D; étant de la forme ax + by + ¢ = 0 avec (a,b) = (=5,3) , Dy est dirigée

—b — -3
par le vecteur @ ( > soit par w ( 5> . M<$> désigne un point du plan .
a - - Y

) — — — (-7 . -3
Ona: MeD&CM 1L v CM-u O@xC—M:cUerC—MngetCM(y_’_E)) i (_5>

dot: MeD<[-3x(x—T)]+[(-b)(y+5)]=0& -3x+21-5y—25=0< -3x—-5y—4=0<3x+5y+4=0

3
5) . Un vecteur normal a D est donc o (

Ainsi : une équation cartésienne de la droite D est : 3x + 5y +4 =0
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1 -3
4) cercle C de centre (2> et contenant K( 1 > . Le rayon de ce cercle est 7 = QK . M(m> point de P
Y

Ona: MeC& QM =r & QM2 =7r% ( OM et r positifs ) et r? = QK? page5 /9
Dou: M e€C& (zpm —za)* + (ym — ya)? = (zx — z0)* + (yx — ya)?

Dou: MeCe (z—-1)2+(y—-2)2=(-3-12+B-2222+y?-20—-4y—12=0

Ainsi : une équation cartésienne du cercle C est : 22 +92 — 22z —4y —12=0

-1 2
5) cercle Cy de diametre [I.J] avec I( 3 > et J<2) M(x> point du plan
Y

— P
Le cercle C; de diameétre [I.J] est ’ensemble des points M tels que : IM L JM "
1 -2 /'\_/"\— Q A
Ona:MeClﬁmLm@m.mzomﬁZ/(x—FB);J—M<x 2) N Ay
y : > math lycc;( :
Dou: MeC & (x+1)(z-2)+(y—-3)(y—2) =022+’ —2-5y+4=0 S {
eV an ™~/
v \/ { v
Ainsi : une équation cartésienne du cercle Cy est : 22 +y?> —x —5y+4=0 N

6)E:{M<Z> GP/ZMAQ—MBQZI-:;}

6-1 expression de 2M A? — M B? en fonction de x et y avec M (w) .
Y

2MA? + MB? =2 [(xa —2m)? + (ya —ym)?] — [(@B —2m)? + (yB — yar)?]

2MA?+ MB? =2[(1-2)+ (-2 —y)?] = [(-3—2)* 4+ (-1 — y)?] car: A<_12> 7B<_3

_1) et (—a—b)? = (a+b)?

2MA? + MB? =2[1 -2z +2® + (y? + 4y +4)] — [(z® + 6z +9) + (y* + 2y + 1)]

IMA?2 + MB? =2 — 404+ 222+ 292 +8y+8—a22 —6x—9—9y?> —2y —let: 2M A2 + MB? = 22 4+ y?> — 10z + 6y

6-2 Nature de E selon les valeurs de k . M (5) est un point du plan . Alors :

MEE ©2MA?> + MB? =k & 2% + 9y — 10z + 6y = k d’aprés 6-1

En utilisant la technique de la forme canonique d’un polyndéme du second degré on obtient :

MeE&2>-10z+1y’+6y=ke (r-5)2-25+(y+3)2-9=ke (z-5)2+(y+3)* =k+34

D’autre part : — (Vo € R, (z —5)>>0et Vy € R, (y+3)? > 0) entraine Vx € R, Vy e R, (z — 5)2 + (y +3)* > 0
—-k+34>0k>-3etk+34=0k=-34

D’ou la discussion suivante selon les valeurs de k :

1°"cas : k> —34. Alors k+34>0et k+34 = (\/k+34)2 avec Vk +34 > 0. Dot :
MeE@(m—5)2+(y+3)2:k+34<:>(a:—5)2+(y+3)2=(\/k+34)2
MeE & (x—xg)* + (y —yg)* =r? avec Q<53) et r =k + 34

Cette équivalence permet d’affirmer : E est le cercle centré en Q<

) et de rayon r = vk + 34

3
1—/\—,
2°Mecas 1 k< —34 Alors k+34 <0 et (z+5)%+ (y — 3)% > 0 pour tous réels x et y . ),"\J \J\‘\?_
S ) math |V\,LJ< :
L'égalité (z — 5)2 + (y + 3)? = k + 34 est donc fausse pour tout point M (;j) . L’équivalence S_ﬁ Sk
) fepa i

M € E & (x—5)% + (y+ 3)? = k + 34 permet ensuite de déduire : E = &

3Mecas: k=-34 Alorsk+34=0et M€ E < (x—5)2+ (y+3)2=k+34devient: M € E &< (2 —5)2+(y+3)2=0

D’autre part : — Ve € R, (z —5)2>0etVyeR,(y+3)>2>0—-Vae R" Ve R" ;a+b=0&a=0etb=0

Par conséquent : M € E < (z—5)2=0et (y+3)>=0s (—5)=0et (y+3) =0z =>5ety=—3

Dou: M e E< M = (Q avec Q<_35) . E est réduit au seul point Q . Ainsi : E = {Q (;5)}
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. 5 -1
\exercme 6 ‘ Le plan est muni d’un repére orthonormal (O, 7, 7) . A(7> , B< 3 ) . page 6 / 9
x

1)1-1 définition analytique de E; Ona: E; ={M € P, MA%? + MB? =24} . Avec M < > point du plan , on obtient :
Y

M e Eq <:>MA2+MB2 =24 & [(l’A 71’1\/[)2 + (yA 7yM)2] + [(xB 717M)2 + (yB *yM)ﬂ =24

MceE & G-2)??+T-y?+(-1-2?+0B-y)?=2d6-2)??+T—-y)?+1+2)2+B-y)?=24
McE, 2> 102 +25+1y?> —1dy +49+ 224+ 22+ 1+ 42 —6y+9—-34=0

McE,  ©2224+2y> -8 —20y+50=0< 22 +9> —4x — 10y +25=0

Ainsi : E; = {M (5) yo? 4+ y? —dx — 10y + 25 = 0} \,/\_/"\_/ T/L»7
1-2 natwre de By : M€ E & 2% +y® — 4z — 10y + 25 =0 & 2% — 4z +y® — 10y + 25 = 0 f e "‘“"’(&;
MeEE, & (z-22—4+(y—52-25+25=0s (r—2)2+(y—5°=4 —\F\ij—\,
MeE, & (x—x1)?+ (y —yr)? = r? avecI(?) et r=2

Cette équivalence permet d’affirmer : E; est le cercle de centre I<§) et de rayon r = 2

remarque : le centre de E; est le milieu de [AB] car : TALTE _ b1 =2=uxset yatys _ [ =5=yr

2 2 2 2
2) 2-1 définition analytique de E5 Ona: Eo ={M € P, MA%2 — MB? =10} . Avec M <x> point du plan , on obtient :
Y

MeE; & MA? - MB? =104 [(za —xm)? + (ya —ym)?] + [(z — 2m)* + (yp — ym)?] =10
MeEy& (-2 +(T—-y)?—(-1-22-B-y)?=1022-102+25+y?> — 14y +49 — (2> +22+1) — (y* — 6y +9) —34=0

MeEs s —120—-8y+30=06x+4y—15=0et E5 = {M (a:) 76:5—1—4y—15=0}
Y
2-2 nature de E5 L’équation cartésienne trouvée en 2-1 pour E; est de la forme : ax +by+c=0aveca=6 ,b=4,c=—-15

Par théoréme : Un ensemble ayant une équation du type ax + by + ¢ = 0 avec (a,b) # (0,0) est une droite de vecteur normal 7’ (Z)

. —
Donc E; est une droite de vecteur normal 7

B —TB
YB — YA

Ainsi : E5 est une droite perpendiculaire a la droite (AB) .

— — (—-1—-5 . — [ —6 — N —
Remarque : AB donc : AB soit : AB e Donc : AB = — 7 et AB est un autre vecteur normal a Eo .

37

_— x
3) 3-1 définition analytique de E5 Ona: Es={M € P, MAMB =3} . Avec M ( > point du plan , on obtient :

— — — (b—=x —(—-1—-x
M eE; < MAMB =10 < x5 + YiraVarg = 10 avee MA 7y et MB 3y

MeE;& Bb-2)(-1-2)+(T-y)B-y) =322 -br+z-5+y - Ty—-3y+21-3=0&22+y> — 42— 10y +13=0
Donc : Eg{M(x) ,x2+y24x10y+130}
Y

32naturede Es: MeEs e 2?2 +9y? —4x—10y+13=022—4x+3>2 - 10y +13=0

A

MeEso (1—2)72 4+ (y—572—25+13=0 (2 —2)%+(y—5)?=29—13 & (z—2)2+ (y — 5)2 = 16 A
2 2 2 2 : \/ math che;( :
MeEse (x—x5)*+ (y—yr)* =r° avec ] 5 et r=4 % 7
- '—\/—\ YV >

Lo A

V

Cette équivalence permet d’affirmer : E; est le cercle centré en I milieu de [AB]et de rayon r = 4

4) 4-1 définition analytique de E; Ona: E4={M € P,5MA%? —3MB? =60} . Avec M (x) point du plan , on obtient :
Y

MeEBye MA? + MB? =24 &5 [(xa —xm)? + (ya —ym)?] =3 [(z3 — 2m)* + (y5 — yar)?] = 60
MeE;<5[5-2)+(T—y)?| -3[(-1—2)?+ (3—y)?| =60 <5 (22 — 10z + y*> — 14y + 74) — 3 (2® + 2z + y> — 6y + 10) = 60

M € E4 < 52% — 50z + 5y — 70y + 370 — (322 + 62 + 3y* — 18y + 30) = 60
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M € Es & 522 — 50z + 5y — T0y + 370 — 322 — 62 — 352 + 18y — 30 — 60 = 0 & 22% — 562 + 2 — 52y + 280 = 0
Ainsi : Ey = {M (g) ,2x2+2y2—56x—52y—|—28020} page 7 /9
4-2 nature de By : M € By < 227 + 2% — 562 — 52y + 280 — 0 < 2% + 2 — 282 — 26y + 140 — 0 <> 22 — 282 + 4% — 26y + 140 = 0

MeEs& (v —14)%2 =196 + (y — 13)? — 169 + 140 = 0 & (z — 14)2 + (y — 13)2 = 225 et 225 = 152

14
MeE, & (x—25)*+ (y — yg)? = r? avec G etr=15 -
13 AT
4 IJ
Cette équivalence permet d’affirmer : E,4 est le cercle de centre G<13> et de rayon r = 15 ) math - tycée{”
.
. 2N
exercice 7‘ distance d’un point A a une droite D ’

rappels et vocabulaire :

o
A ()
. — un vecteur normal 4 une droite D est

un vecteur orthogonal & tout vecteur
P:ar+by+ec=0 directeur de D ou encore un vecteur
dirigeant une droite perpendiculaire & D .

— Avec D :ax+by+c=0

a
un vecteur normal & D est 7 (b)

. — -
un vecteur directeur de D est u >
a

Définition : A point du plan ; D droite incluse dans le plan et H projeté orthogonal de A sur D .

La longueur AH est appelée la distance du point A a la droite D . On note : AH = d(A,D)
TA
ya

— —
— AH est normal a D car H est le projeté orthogonal de A sur D . Par conséquent AH et 7 sont colinéaires comme vecteurs

1) w (Z) vecteur normal & D : ax +by+c=0 et A< > point du plan , H(xH> projeté orthogonal de A sur D .
Yu

normaux & une méme droite . En utilisant la valeur absolue de ’expression du produit scalaire de deux vecteurs colinéaires on
— —

obtient : ‘H’ - AH‘ — |7 x HAHH =\/(22)? + (y=)> x AH = V@ T 02 x AH

— En utilisant la définition analytique du produit scalaire de deux vecteurs on obtient :

—
W AH = zpagp + ymygy = o(@n — 2a) + by —ya) = axg — axa + byg — bya = axy + by — axa — bya

D’autre part : H € Det D: ar+by+c=0donc axyg +byg +c=0¢et axyg +byg = —c .
, — T . — T
Par conséquent : - AH = axy +byy —axa —bya devient : W - AH = —c—axg —bya = —(c+axa +bya)
— Ayant ‘W/Tﬁ‘ =Vt x AH et @ - AH = —(c+axs +bya) on déduit ensuite :
Va2 +b%x AH = )Wﬁ‘ =|—(c+azxa+bya)l =|c+axs+bya| ( pour tout réel X , |-X| = |X|)

b

Dot : Va2 +b% x AH = |aza + bya + ¢| puis : AH = ‘W (VaZF 02 = ||| et | 7] #0car @ # 7)
a

laxa + bya + ¢

Va2 + b2
5
2) Plan muni d’un repére orthonormal ; A<3) D4 —3y+1=0etDy: 2z —-2y+1=0

Finalement : d(A,D) = AH =

/\j/ LA
2-1 En utilisant la formule démontrée en 1) on obtient : )\ /7\.
dza —3ya+1]  [4(5)—33)+1] 12| 12 Jm_-e
Calculerd(A,D1)=|“ yat+ 1l [46B)=33)+1] _ [12] 12
[i2 4 (—3)? (—3)? VI6+9 V25 5 o < By

wa—2ya+1]  [(5) —2(3) +1] _ﬂ:
et d(A,DQ) = - N (72)2 = m = \/S

0 ( résultat montrant A situé sur Dy )
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2-2 On note H<Z> le projeté orthogonal de 2 <;1> sur Dy : 4o — 3y +1=0. Donc H € D; entrainant : 4o —3y+1=0
2
D’autre part : page 8 / 9
QH est orthogonal & tout vecteur directeur de Dy et D; est dirigée par 7 B 501t par w <(43)> soit par w <i)
Et: QH L7 @QH u-O@x—>xu+yQHy—>—OavecQH gl et W

— 3
Dou: QH 1L w @3(:04)+4(y2) =0&3x+4y—18=0

4 —3y+1=0
Les coordonnées de H sont donc solution du systéme . D’autre part :

3z +4y—18=0

dr—-3y+1=0 120 -9y +3=0 122 -9y +3=0 122 -9y +3=0
= = <~
3r+4y—18=0 —12z — 16y +72 =0 120 -9y +3— 122 — 16y +72=0 —25y+75=0
dz—3y+1=0 120 -9(3)+3=0 120 —24=0 x =2
= = =
3r+4y—18=0 y=3 y=3 y=3

Par conséquent : le projeté orthogonal de §2 sur D est : H( 3

rayon r du cercle C centré en €2 et tangent a Dy . % o
N A
C étant tangent & Dy en H projeté projeté orthogonal de © sur Dy le rayon de C est r = QH = d(Q,Dy) . N T g
3 25 -
4(4) — 3(= 1 — &\ TV
5 4 |4m—3y9+1| ) -3G)+ 5 25 1 s 7y
H et | 3 | donc: r=d(Q,Dy) = = = — X - == vV
3 3 [42 1 V16 +9 V25 2 5 2
2-3 une équation cartésienne de C M désigne un point de P . On a :
Y

)
MGC’@QM:T@QMQ:?J(QMetrpositifs)etr:§

MeC & (zp —za)” + (ym — ya)® = (5)2@(x—4)2+<y—3>2:25

2 2 4
2 2 9 2 2 2
MeCeax*—8x+16+y —3y+Z—Z:O®:ﬁ +y°—8x—-3y+12=0
Ainsi : une équation cartésienne du cercle C est : 22 +y? — 8z — 3y + 12 =0

11

2-4 le point B 21 est situé surle cercle C si et seulement si ses coordonnées vérifient : 2% +y% — 8rp — 3yp +12=0.

2
11)2 1\? 11 1 121 1 3 61 3
Or:x23+y]23—8m3—3y3—|—12:<> +<—) —8<>—3<—>—|—12:—|——44+—|—12:+—32:0

2 2 2 2 4 4 2 2 2
Donc: BeC
une équation cartésienne de la droite A tangente & C en B . Comme droite tangente & C en B , A contient B et a pour vecteur
11
— 4 3
. == 5 2 == x , . .
normal particulier QB avec : (0B 1 3 | soit QB | 2 . M< > désigne un point de P . On a :
_-_Z — Yy
2 2
3
— X — 4 P— 5 ) \-f‘_—/
MeAsBM1QOB< BM-QB=0« T5i%ap T YgYap = 0 et QM Y 3] QB EYE Donc : N \_/'\7
3 3 3 3 2 . > math Iwu( 3
MeAs@@-—D(2)+(y—-2)(-2)=022-6+—2y+3=0&22-2y—3=0 ) i
2 2 2 2 vy v

3
Ainsi : une équation cartésienne de la droite A tangente & C en B est : 5% 2y —3=0.

http://www.math-lycee.com produit scalaire - corrigés feuille 1


http://www.math-lycee.com

‘ exercice 8 ‘ Le plan est muni d’un repére orthonormal (O, i
3

Dy :8—6y+3=0etDy:3x—4y—5=0;A| 2

—
Jj). page 9 /9

)

1) Démontrer que les droites Dy et Dy sont sécantes en un point I dont on précisera les coordonnées .

z 8 —6y+3=0 322 — 24y +12 =10 4 y”‘—/u
Avec M ( ) point du plan , on obtient : M € D1 N Dy & & , >“‘4 e
Yy 3z —4y—5=0 —182 + 24y + 30 =0 ) math- tyose(”
) ¢
322 —24y+12=0 8r —6y+3=0 8(-3)—6y+3=0 —21 -6y =0 o LVA
M eDiND; & & & &
14x4+42=0 T=-3 r=-3 r=-3
—7—-2y=0 r=-3 -3
MeDiNDy & & 7 D, et Dy sont donc sécantes en [ 7
r=-3 y=—§ _§
laxa + bya + | k
6OTe axra Yya tC —_
2) Par théoréme : avec D : ax +by+c=0, d(A,D — — D1 :8x—6y+3=0;Dy:3x—4y—5=0; A 2
) y (4,D) = Nz ! Y ? Y -5
3
|8x4 — 6ya + 3| '8(_2) _6(_5”3‘ 21 21
Donc : d(A,Dy) = = =10
82 1 (—6)° 64 + 36 V100
3 21 21
—=)—4(-5)-5 22 22
—4dya — ’ (=3) ’ 21 1 21
d(A,Dy) = |3“ ya 5' 2 =2 2 _ %0 =2 donc d(A,Dy) = d(A, Dy) est vrai .
/3 B 9+ 16 V25 5 2 5 10

A est bien équidistant des droites D; et Do

3) OnnoteEz{ < ) /d(M,Dy) = d(M,Dg)} .

— T est élément de E si et seulement si : d(M,Dy) = d(M,D3) . Or I est le point commun & Dy et Dy . Donc
d(I,D1) =0¢et d(I,D3) =0et d(I,Dy) = d(I,Ds) entrainant : I € E

— Avec M ( > point du plan , on obtient :
8z — 6yns + 3 3xar —4dynm — 5 8z — 6y + 3 3r—4y—5
182 s Ym | 1321 Ym | |82 Y | |32 Y \

d(M, D) = d(M,Dy) <

\/82 + (=6)° 32 4 (—4)? 10 5
8z — 6y + 3 2
d(Mvpl)Zd(M7D2)<:>%=|3m—4y—5|<:>|8x—6y+3\:2x|3x—4y—5| e puatn
s
o —
d(M,Dy) = d(M, Dy) <= |8z — 6y + 3| = |6z — 8y — 10| ( pour tout réel X , 2|X| = |2X]| ) 5/ B O
Par théoréme : Va e R ,Va € R, |a| = |b] & a=boua=—b. Donc : \ﬁi.(‘j_‘_l

d(M,Dy) =d(M,Ds) <= 8x — 6y +3 =6z — 8y — 10 ou 8z — 6y + 3 = —(6x — 8y — 10)

d(M,Dy) =d(M,D3) <=2 +2y+13=00u lde — 14y —7=0<=22x+2y+13=00u2zx—2y—1=0

Ainsi: M € E < d(M,Dy) =d(M,D3) <= M € Ayou M € Agenposant : Ay : 22 +2y+13=0et Ag: 20 —2y—1=0
E est donc la réunion des deux droites Ay : 22 +2y+13=0et Ay : 20 —2y—1=0

—b —b
A et Ay sont dirigées respectivement par o < ) (avec:a=2,b=2)et U < ) (avec: a=2,b=-2)
a a

-2 2
Donc A; et Ay sont dirigées respectivement par ( 5 ) et v (2)

D’autre part : - U = rpzry +ywyw = (=2)(2) + (2)(2) = —4+4=0. Donc @ L ¥ et Ay L Ay .
Ainsi : L’ensemble E des points équidistants des droites Dy et Do est la réunion des deux droites perpendiculaires Ay et Ao .

vocabulaire : Ces deux droites perpendiculaires A; et As représentent les bissectrices de la paire des deux droites Dy et Do

http://www.math-lycee.com produit scalaire - corrigés feuille 1


http://www.math-lycee.com

		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:34+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:35+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:35+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:35+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:35+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:35+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document


		2014-06-16T09:03:35+0200
	Signature1
	Je suis l'auteur de ce document




