Produit Scalaire de deux vecteurs
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Différentes expressions du produit scalaire de deux vecteursu et v

1) en connaissant leurs coordonnées dans une base orthonormale

produit scalaire de % et v : avec W (xﬂ) et v <w7> ona: UV =ayry+ypyy
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2) en connaissant une mesure de ’angle orienté(u’, v')
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On pose w - v = ||| x || V]| X cosa avec a mesure de ’angle orienté (u, v')
- = = — = =
remarque : u - v = v - u . En effet : avec & mesure de Pangle orienté (w, v') , —a est une mesure de Pangle

=
orienté (v, w) et cos(—a) = cosa
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3) en connaissant les normes de v , v et u - v'ou bien les longueurs des 3 cotés d'un triangle ABC
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AB e AC= (AB + AC? - BC?) N P
) ,
BA-BC = 2 (BA2 + BC? — AC?) A ) /\jf
CA-CB =< (CA? +CB? — AB?) o “c bl
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4) en ayant des vecteurs u et U colinéaires “/“LVD
— W et U colinéaires de méme sens : ’7 v =) x|V ‘
— W et v colinéaires de sens contraires : ’7 V= ||| x |7 ‘

. . —
Dans ce cas , la valeur absolue du produit scalaire u -

Autrement dit : @

— . , .
v est un produit de deux longueurs et représente ’aire d’un rectangle .
- peut étre considéré comme une aire algébrique ( grandeur d’ordre 2 qui compte positivement ou bien

négativement )

5) en utilisant des projetés orthogonaux pour se ramener a des vecteurs colinéaires

— = DB AR aB A ’ s

w - v =AB-AC = AB - AC’ car C’ projeté orthogonal de C sur (AB)

— = _ A AB _ A5 AR / ;

v - u =AC-AB = AC - AB’ car B’ projeté orthogonal de B sur (AC)

et WV =0-U =71 v, =7 -u, avec u, projeté othogonal de " sur o
et v—[, vecteur projeté orthogonal de @ sur o

—

_ —_— — —_— = L
U - v =AB-CD = AB-1J carIet Jsont les projetés orthogonaux
respectifs de C et D sur (AB)

principe a retenir :

— — — sz —
avec u et v deux vecteurs non nuls et v, le projeté orthogonal de v

sur v ,ona: u v = U - ’Up . On S€ ramene alnsl au prodmt scalaire

. 4 s — —
de deux vecteurs colinéaires : U et v,

6) compléments

6 -1 carré scalaire de w : produit scalaire du vecteur u par lui- méme noté (7)2 = -U = ||ﬂ>||2 >/\_5j\
) math - lycée
Pour tout vecteur u , (ﬂ’)2 >0et |Ul = m =Vu-u ﬁ/lv;w(
6 -1 vecteurs u et u orthogonaux ’7 17 ed-v= O‘
remarque : Pour justifier qu'une base (%', ¥') est orthonormale , il suffit de prouver : @ 1L v et | W || = |7 =1
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6 -2 signe du produit scalaire de deux vecteurs non nuls

angle aigu: 0<a< g angle obtus : g <a<lm angle droit : o = il page 2 / 2
W -V >0car: cosa >0 W -V <0car: cosa <0 W-v =0car: cosa=0
v %4 v 5
L ’im M({
a w \ > @ -
Calculer avec des produits scalaires
symétrie du produit scalaire U=
linéarité & gauche (vecteur situé a gauche du (a] +u3) -V = (u1-0)+ (us-0)
symbole - : un vecteur somme ou un vecteur ku (k7 -0)=kx (W -7)
linéarité a droite ( vecteur situé a droite du U (01 + ) = (W -01) + (U - 03)
symbole - : un vecteur somme ou un vecteur kv (W - k) =kx (U -)
—(W-V)=(W--v)=(-u-?)
avec des vecteurs opposés (—u - =)= (U -v);
(—@)" = (@) et =@ |° = @]
(@ -bv)=abx (W -v);(aw -av) =a® x (U -7)
avec des vecteurs colinéaires a4 U et v (aU -aW)=a®x (U -u)
la@ | = a* x |||
(TW+7) = (W) +2(W-7)+ (V)
(W -0)" =(w) —2(u - )+ (V)
(W +7) (W =7)= (&) - (¥)' = (" -7) (W +7)
trois produits scalaires remarquables ou bien ( avec des normes ) .
e 17+ T =TI +2(@- D) +ITIE g
D e 17 =2 = %) -2 )+ || 7)) -
s (T +7)- (7 =) = [T = |7 = (7 - 7)) (@ +7)
avec des combinaisons linéaires de deux (aW +b70)° = a2 (W) + [2ab x (W - )] + b2 (V)°
vecteurs U et U ou: law + b7 | = a? || W) + [2ab x (T - V)] + b2 || 7|

Principe a retenir :

Les techniques opératoires utilisées pour calculer avec des produits scalaires fonctionnent de maniére

analogue aux techniques opératoires utilisées pour le calcul algébrique dans R .

Trois relations métriques avec le milieu I d’un segment |AB)|

meédiane [MI]

trois théorémes utilisant la médiane [MI]

Pour tout point M du plan on a :

AB?
théoréme 1| MA%2+ MB? =2MI? + -

théoréme 2 : | MA2 — MB? =2 (ITJ : E)

milieu de [AB]

théoréme 3 :

vocabulaire :

—_ — 1
MA-MB=MI?—- 11432

A et B sont deux points distincts du plan et I est le milieu de [AB]

\7
5) PB <<
“\FL\/ v

f étant une fonction du plan vers R , on appelle ligne de niveau k relative a f ’ensemble Lj défini par
L, ={MeP, f(M) =k}

a savoir : avec k bien choisi les lignes de niveau k relatives respectivement a f : M — MA2 4+ MB? ,g: M — MA-MB

sont des cercles centré en I milieu de [AB] et la ligne de niveau k relative a h : M — M A% — M B? est une droite

perpendiculaire & (AB)
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