A propos de Papproximation affine d’une fonction
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ble o Sans connaitre explicitement ’expression de f(z) , peut-on construire point par point
probléme 7
une courbe donnant P’allure de la représentation graphique de f 7

L’objet de ce TP est de montrer que c’est possible dans la situation suivante : on connait la fonction

dérivée de f et une valeur prise par f en un réel z; tel que f soit dérivable en x /\j\—/

)
)

Lorsque f est dérivable en un réel a , on peut , pour un réel h voisin de 0 , calculer une valeur math - Iyeée(_ 2
L’outil :

approchée de f(a + h) en utilisant : f(a+ h) ~ f(a) + h f'(a) L\w

L’idée pour construire la courbe : ne pouvant donner un tableau de valeurs exactes prises par f (puisque f(x) n’est pas

x
connu ) , on construit un tableau de valeurs approchées de f(x) et on trace la courbe contenant les points M ( ) qui ont
Y

pour niveau d’ordonnée la valeur approchée du niveau d’ordonnée f(z) (y ~ f(x) ) . On commence évidemment par placer

Zo

le seul point M (f(a: )
0

) connu appartenant a la représentation graphique de f !

La méthode utilisée , dite méthode d’Euler

Cette méthode permet de construire pas a pas un tableau de valeurs approchées de f(x) a partir de la seule
valeur connue f(xg) . Pour réaliser cette méthode , on suppose que f est dérivable sur un intervalle I contenant tous les réels x

pour lesquels on utilise le calcul de f/(z) .

e L C T B T B e M,
AT T
) 3
\) math 1y.ec(<
WL Ay = hf'(zy)
vhhf(e)=ysp--—---7-—-"t - ——— 2 ——— - -0 - — -
|
|
I
|
I
hf P IR () AN ) F R (DU S |
yiHhf(z1) = y2 A ‘ |
| |
Ay =hf'(e) | :
' [ I DA A IR | |
Yo+ hf'(zo) = 11 M, | ‘1 :
1
M, Ay =hf'(zq) | | :
Yo - |- ! 1 |
I I : |
| I |
| ! : |
Z0 rr=xo+ h T2 = xy + 2h x3 = xy+ 3h Ty = x9+ 4h

x
Départ : on place M ( ; ( )> et on calcule la valeur du coefficient directeur f'(x¢) de la droite T" tangente & C'y en M, .
Yo = J (Lo
Avec =Y = f'(zo) et un accroissement du niveau d’abscisse égal & : Az = h on obtient un accroissement du niveau d’ordonnée

Az
Ay tel que : Ay = Ax x f'(x9) = h x f'(z9) . On obtient ainsi le point M; de T d’abscisse 29 + h et d’ordonnée y; avec :
. T1 =20+ h
= +hxf t: M
y1 = f(zo) ['(z0) soi 1 <y1 — +hf’(33o)>
En remplacant a par z¢ dans Poutil < f(a+ h) ~ f(a) + h f'(a) > , on obtient : f(zq+ h) = f(xo) + h f'(xo) soit : f(xg+ h) = y1

Autrement dit : pour h ~ 0, le point M; est trés voisin du point de C; d’abcisse zp + h et d’ordonnée f(zo + h) .
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On décide alors que le segment [My, M;] situé sur la droite tangente T & Cy en My est une représentation page 2 / 8
graphique voisine et donc < approchée > de la courbe Cy sur Uintervalle [zq, zo + h] .

T
On recommence le procédé : a partir du point M; ( 1) , du coefficient directeur f’(z1) et d’un accroissement du niveau
Y1

d’abscisse de Az = h on obtient un accroissement du niveau d’ordonnée Ay tel que Ay = Az X f/(z1) = h X f/'(21) . JfLL
>
=2y +h=m+2h ) 3
On obtient ainsi le point My d’abscisse z1 + h et d’ordonnée f(x1) + h x f'(x1) soit My (xz 1+ :/CO + ) ™) math - tyose{”
y2 =1+ hf'(z1) S .
b0 ™/
Pour h ~ 0, ce point Ms est trés voisin du point de Cy d’abcisse x¢ + 2h et d’ordonnée f(xo + 2h) . En effet : Q\/—& 4

en remplagant a par xo + h dans Poutil < f(a+ h) =~ f(a) + h f'(a) >, on obtient : f((xo+ h) +h) = f(zo+h) +h f'(xo+ h)
Or: f((xo+h)+h)=flxzog+2h), flxo+h) =y, f'(xo+h)=f'(z1) . Donc : f(xo+2h) =~y +h f'(x1) soit : f(xg+ 2h) ~ys .

On décide alors que [My, M1] U [M;, Ms] est une représentation approchée de la courbe C sur l'intervalle [z, zo + 2h] .

etc... . En répétant ce procédé , on construit ensuite de maniére itérative et avec un pas de h (valeur de tous les Az ) ,
Ti T;

une suite de points Mg , My , M5 , ... , M; 4 ( ! 1> , M; ( Z> les coordonnées du point M; étant calculées a partir de
Yi—1 Yi

T, =xi_1+h
Vi = Yi—1 +h f'(xiz1)

permet d’approcher de fagon satisfaisante la représentation graphique de f en prenant un pas h trés proche de 0 .

celles du point M;_; avec . La réunion des segments [MoM] , [M1Ms] , [MaoMs] , ..., [M;—1M;] , ...

Les ordonnées des points Ms , My , M5 , ... , M; , M;4+1, ... etc ... , donnent alors des valeurs approchées des images
flxo+3h), f(xo+4h), f(zo+5h), ..., flxo+ (i —1)h), f(xog+ih), ... etc... . Le calcul des coordonnées de ces points

se programme facilement en utilisant les coordonnées du point My situé sur C et le systéme suivant :

T =x;—1+h=ux9+ih . .

{ ’ it , 0 ( qui permet de calculer les coordonnées de M; avec celles du point précédent M;_; ) .
Yi = Yi—1 + h f'(xi—1)

Premiére partie : 'importance du choix de la valeur du pas

Dans cette partie , f est une fonction polynoéme dérivable sur R . On donne f(z) = %x2 —z; 20=0,o0n adonc:

f(zo)=f(0)=0; f/(x) =2 — 1. La figure de la page 3/8 donne la représentation graphique de f sur Uintervalle [0, 3]

Question 1 : On utilise Geogebra Le but est de construire un tableau de valeurs approchées de f(x) et un tracé approché

de la courbe Cy en utilisant trois valeurs différentes de pas : un pas h de 0.5 , un pas k£ de 0.25 et un pas Az de 0.1 .

Ouvrir Geogebra : — Dans la partie Algébre : saisir f(z) = $2? — z puis : F(z) = Si[0 <z < 3, f(z)] puis : f'(z) =z — 1.

Afficher f en traits pointillés épaisseur 3 et couleur vert foncé . Afficher F' en vert foncé trait plein épaisseur 3 . Ne pas afficher f' .

— Afficher le tableur ~ Tableur

Sls 1 |EEE =~ B>

puis recopier ce qui Al B | C | D | E | Fle] H]1] J K | L |
) 1 | % | i | x=xp+ih yi=yi_y +hf'(xi_y) peint E(x.y) Ax | i %=2xXp+iAx yi=yi_y+ Axxf(x_y) point Hi(x.y;)
est ci-contre . 2| o o 0 0 (0,0) 040 0 0 (0,0)
or ) 3 | Yo B2+e1 $C$2+BI'$AS6| D2+ $A$6*F(C2) (C3,03)
1¢" tracé : en mauve —
4| of 2
5 n o3
avec un pas h de 0.5 —
6 | 05 4
Sme , 7 5 P
2 tracé : en rouge — /\)_/ {
8 6 y A\

avec un pas k de 0.25 = B T N
¥ Nemmatlio s

Séme tracé : en bleu 11 k s=xp+ih yi=yi;+ kf((xi—l) point Gi(Xh Yi) 7~ 7~

I \V
12 (025 0 0 0 (0, 0) < L\/A

J‘

avec un pas Az de 0.1
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1-1 Apres avoir recopié vers le bas la colonne des indices i ( avec un pas de 0.5 , zp + ¢h vaut 3 pour un indice 7 égal 4 6 ) ,

vérifier que 'on obtient le tableau ci dessous .

Sélectionner le bloc des points E; puis propriétés :

— ne pas afficher I’étiquette

— style taille du point 3 ; style du point x

Compléter le graphique en tracant en mauve et sans

étiquette les segments [FoFs] , [E3E,] ,

On obtient ainsi un premier tracé approché de la

courbe Cy sur l'intervalle [0,3] , en utilisant un pas h égal a

AlB] c | D | E |
1| %0 | i xj=3xg+ih yi=yiy+hf'(xi_y) poeintE(x; )
2 0 0 0 0 (0, 0)
3 Yo 1 0.5 0.5 (0.5, -0.5)
4 0 2 1 -0.75 (1,-0.75)
5 h 3 15 -0.75 (1.5, -0.75)
6 05 4 2 0.5 (2,-0.5)
7 5 25 0 (2.5,0)
8 6 3 0.75 (3,0.75)
0.5.

page 3 / 8

y /x)_/ \—Lf\_z

N :
math - lycée
¥ ke

. A
"\/—\&\/ [ \/

1-2 S’inspirer de la question 1-1 b avec un pas de 0.1
1.3 9
pour obtenir , avec un deuxiéme : aveclun pak db 025
pas k égal & 0.25 , un deuxiéme "
0.8 4
c
tracé approché en couleur rouge CER Méthode d'Euler : avec un pas de 0.5
0.7 4
de la courbe Cy sur [0,3] . oo trois tracés approchés de % sur [0, 3]
0.5+
1-3 S’inspirer de la question 1-1 04
0.3 4
pour obtenir , avec un troisiéme N
0.1
pas Az égal a 0.1 , un troisiéme b
2 -0.1 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 11 12 13 14 15 16 17 18 18 5 26 27 28 28 3.1 32 33 34 35 36
+0.1 4
tracé approché en couleur bleu loz4
0.3 4
de la courbe Cy sur [0, 3] . o
-0.5 4
1-4 En observant les trois ool
<07 A
tracés approchés de C'y que
constate-ton 7 Plus le pas est petit et meilleur est le tracé approché de C;
AlB] c D | E [ F] ¢ ] H | | | J [k L | m | N |
1 % i xi=xg+ih yi=yioa+hF(a) | pointEi(x %) | Ax | i xi=xe+iAx yi=yig+Ax*F(xi1) pointHi(xi,y) i xi= | yi= | pointHi(x,¥%)
20 o 0 0 (0,0) 04 0 0 0 0,0)
ERERE 0.5 05 (0.5, 0.5) 1 01 04 (041,-0.1)
IENERE 1 075 (1,-0.75) 2 0.2 0.19 (0.2,-0.19)
5| n |3 15 075 (1.5,0.75) 3 0.3 0.27 (03,027) |21 24 0 (21,0
6 |05 a4 2 05 2,-0.5) 4 0.4 034 (04,034 22 22 | 01 (2.2,0.11)
7] 5 25 0 (2.5,0) 5 0.5 04 (05-04) 23 23 | 023 (2.3,023)
s | 6 3 075 (3,0.75) 6 0.6 045 (0.6,045 |24 24 036 (2.4,0.36)
| o | 7 07 0.49 (0.7,049) |25 25 0.5 (25,0.5)
10| k | i xi=xo+ih yi=yig+kf(xg) | pointGi(x,y;) 8 0.8 052 08,052) |26 26 0.65 (2.6, 0.65)
11 025 0 0 0 (0,0) 9 0.9 0.54 (09,054 |21 27 | 081 (27,081)
12 | 1 0.25 025 (0.25, -0.25) 10 1 055 (1,055 |28 28 098 (2.8,0.98)
13 | 2 0.5 044 (0.5, -0.44) 11 141 055 (11,055 29 29 116 (2.9,1.16)
14 | 3 0.75 056 (0.75, -0.56) 12 1.2 0.54 (12,054 30 3 1.35 (3,1.35)
15 | 4 1 0563 (1,-0.63) 13 13 0.52 (1.3,-052)
16 | 5 1.25 0563 (1.25, -0.63) 14 14 0.49 (1.4, 0.49)
|17 | 6 1.5 056 (1.5, -0.56) 15 1.5 045 (1.5, -0.45)
18 | 7 175 044 (175, -0.44) 16 16 04 (1.6,-0.4)
19 | 8 2 025 (2,-0.25) 17 17 034 (1.7,034) /\j/\7
| 20 | 9 2.25 0 (2.25,0) 18 18 027 (1.8,-0.27) ? A
| 21 | 10 2.5 0.31 (2.5, 0.31) 19 1.9 019 {1.9,-0.19) »’r\. co Mw;
22 11 275 0.59 (275, 0.69) 20 2 04 2,0.1) 4 Xy
E 12 3 113 (3,1.13) 21 241 0 (21,0 ’T’“L LV
V
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Question 2 : On utilise Algobox page 4 / 8

AlgoBox : Méthode d'EulerPour

Méthode d'Euler pour obtenir sur un intervalle [a b] un fracé approché de la représentation graphique Cf d'une fonction f en ne connaissant que la fonction dérivée de fetun
point de Cf . L'algorithme ci-dessous ufilise une boucle Pour...De_ A

_ ===
=3 [ Résultats |

1 WARIABLES
2 h EST_DU_TYPE NOMBRE oy -
3 : gﬁ_TYPE NOMBRE °**Algorit lancé*®*
a »
§ b EST_DU_TYPE NOMBRE Entrer n © 6
6 i EST_DU_TYPE NOMBRE Entrer a : @
7 x1 EST_DU_TYPE NOMERE .
8  x2 EST_DU_TYPE NOMBRE Entrer b : 3
10 Y2 ESTpiIYPE Nowse el o B
15 y2 EST.DU_ =(8.5, -0.
11  xO EST_DU_TYPE NOMERE {ﬁ,?]_iﬂ' 5, g' 5)
b el (xy)=(1'5, 0.75)
x,¥)=(1.5, -0.
14 LIRE n
15 LIRE a {x,y)=(2,-0.5)
17 LIRE yo (x,y)=(2.5,8)
18 h PREND_LA VALEUR (b-a)/n {x,y)=(3,0.75) _
18 x1 PREND_LA VALELR a math - lyeée ***Algorithme terminé®**
20yl PREND_LA VALEUR yB ain: 0.5 same 3.5
21 TRACER_POINT (x1,y1) Vadn: 1 ; veax: 1.5
22 POUR i ALLANT_DE 1 A n GradX: ©.1 ; GradY: 0.1
23 DEBUT_POUR
24 y2 PREND_LA VALEUR y1+h*F1(x1)
25 2 PREND_LA_VALEUR a+i*h
26 AFFICHER "(x,y)=(" . . . . . .
= b 2-1 ce que fait I’algorithme : voir le titre ; la variable xy n’est pas utilisée .
29 AFFICHER y2
1 ”mxnmdr (2,y2) 2.2 Ouvrir Algobox et recopier cet algorithme . Pour dessiner dans un repére choisir :
a2 TRACER_SEGMENT (x1, yi) >(x2,y2)
33 x1 PREND_LA_VALEUR . )
i Y1 PREND_LA VALEIR 5 pour X : min :—0.5 ; max : 3.5 ; grad : 0.1 ; pour Y : min : —1 ; max : 1.5 ; grad : 0.1
36 FIN_ALGORITHME
37 .. . , . R
38 Fonction numérique utilisée : 2-3 En choisisant bien la valeur de n , retrouver le tracé approché de Cy sur I'intervalle

39 Fi(x)=x-1

[0, 3] avec un deuxieéme pas égal a 0.25 :

b— b— 1
Eneffet:b—a=3—0=3etlepashvaut:h= a4 :—a=0.25®§=1@g=4®n=12
n
b— 3 1
2-4 tracé approché de C sur [0, 3] avec un troisiéme pas égal 4 0.1 : na =01¢& ~ =10 & § =10 n=230

2-5 En conservant les mémes variables , écrire un nouvel algorithme en remplagant la boucle Pour par un Tant que .....Faire .

Avec un pas de 0.25 Avec un pas de 0.1 Avec une boucle TantQue .... Faire

1 VARIABLES

2 h EST_DU_TYPE NOMBRE
3 n EST_DU_TYPE NOMERE
4 a EST_DU_TYPE NOMBRE
5 b EST_DU_TYPE WOMBRE
6 x1 EST_DU_TYPE NOMBRE
7 %2 EST_DU_TYPE NOMBRE
8 y1 EST_DU_TYPE NOMERE
8 y2 EST_DU_TYPE NOMERE
10 y@ EST_DU_TYPE NOMBRE
11 DEBUT_ALGORITHME

12 LIRE n

13 LIRE a

14 LIRE b

15  LIRE y0

16 h PREND_LA_VALEUR (b-a}/n
T PP 17 x1 PREND_LA VALEUR a
T : {m\“:xi 5 ymin: -1 ; Ymax: 1.5 18 y1 PREND_LA_VALEUR y@
Gradx: 8.1 ; Grady: 6.1 GradX: ©.1 ; Grady: .1 19 TRACER _POINT (Kl, ',I'l)

20 %2 PREND_LA_VALEUR x1+h
21 TANT_QUE (x1<3) FAILRE

et - lyoée 22 DEBUT_TANT_QUE

- 23 2 PREND_LA_VALEUR y1+h*F1(x1
A - 5 KEricoR S(nyjecs VA0

ren i o 25 AFFICHER x2

Ent.:.t?u;ltlrrjr-l: lancé +++plgorithme lancé*** 26 AFFICHER ","

Eprer g Entrer n : 30 27 AFFICHER y2

EEEF;; E i Entrer a : @ 28 AFFICHER ")"

kel 5"'3*.' . Entrer b : 3 29 TRACER_POINT (x2,y2)

(%, y)=(B s o 25} Entrer y@ : @ lo] TRACER_SEGMENT (x1,y1)->(x2,y2)

-¥1=(8.25, 8.25) (x,y)=(8.1,-0.1) 31 x1 PREND_LA VALEUR x2

[*,¥)=(8.5, -8.4375) (x,y)=(0.2, -0.19) 32 y1 PREND_LA_VALEUR y2

(x,y)=(8.75, -0.5625) (x,y)=(0.3,-0.27) 33 #2 PREND_LA_VALEUR x1+h

(2, ¥)=(1, -0.625) (x,y)=(0.4, -0.34) 34 FIN_TANT_QUE

(x,y)=(1.25, -0.625) (x,¥)=(0.5,-08.4) 35 FIN_ALGORITHME

(%, ¥)=(1.5, -8,6625) {(x.y)=(0.6, -0.45) 36

(%, ¥1=(1.75, -0.4375) (x,y)=(8.7, -0.49) 37 Fonction numérigue utilisée :

fw wh=i2 @ 3R v wi=i@a /8 @ 521 3B Fl(x)=x-1
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Deuxiéme partie : Deux fonctions du programme de TS e

2 {
1 A
Question 1 : la fonction f est définie sur |0, +oo] par : f(1) =0 et Vz €]0, +oo[ , f'(z) = — 2L LY page5 /8
x

. 1
Au niveau 1°7¢S | on connait la fonction dérivée de la fonction x — — mais on ne connait pas encore de fonction f qui
x

1
a pour fonction dérivée x — — . La méthode d’Euler permet d’obtenir un tracé approché d’une telle fonction f en décidant :
x
1
f définie sur ]0, +oo[ et vérifiant : f(1) =0 et Vx €]0, +oo| , f'(z) = =
x

Utiliser a nouveau Geogebra et ouvrir le programme MethodeEulerFigurel puis Sauvegarder sous MethodeEulerFigure2 .

1-1 — Tableur : garder les titres du premier tableau et effacer toutes les données numériques et recopier ce qui est ci-dessous

Al B | c | D | E | F [e] 1] 1] J | K | L | M |
1 | xo i x; = xg + ih i = yi_1+ hf'(xi_1) | pointE;(x; y;) segment[EE_,] k| i | x=xp+ik  yi=vyi_y+k=F(xi_;) pointF(x.y;) segment[FF; ]
T 1 1] 1 1] (1,0) 010 1 1] (1,0)
T Yo | =B2+1 | =$C$2+B3*$A%6 =D2+$A$6*T(C2) =(C3,D3) =Segment[E2,E3]
4] o
5 |
T 0.1

1
— Partie Algebre : Changer f/(z) =2 —1len f'(z) = e effacer f(z) = 322 —z et F(z) = Si[0 <z < 3, f(z)] .

1-2 colonnes B & F du Tableur : Réaliser un tableau de valeurs permettant d’obtenir un tracé approché de C sur I'intervalle [1, 3]

avec un pas h de 0.1 . Sélectionner le bloc des points F; puis propriétés : — ne pas afficher I’étiquette — couleur : mauve

— style : taille du point 3 ; style du point x . Sélectionner le bloc des segments [E; F;11] puis propriétés :

— ne pas afficher I'étiquette — couleur : mauve

1-3 colonnes I & M du Tableur : Compléter la Ligne 3 du tableur de maniére analogue aux définitions des cellules B3 a F3 .

Réaliser ensuite un tableau de valeurs permettant d’obtenir sur I'intervalle [0.1, 1] un tracé approché de Cy avec un pas k négatif

de —0.1 . Sélectionner le bloc des points F; puis propriétés : — ne pas afficher 'étiquette — style taille du point 3 ; style du point x

— couleur : rouge . Sélectionner le bloc des segments [F;F;11] puis propriétés : — ne pas afficher I’étiquette — couleur : rouge

La réunion des segments [E,; E; 1] et [F; Fi+1] permet d’obtenir un tracé approché de C sur l'intervalle [0.1, 3] avec un pas de 0.1 .

Al B c | D | E | F o] H[ 1] J | K | L | M |

1| %0 | i x=xp+ih yi=yi_3+hf(xi_;) pointE(x; ) segment|EE_;] k i x=xp+ik | yi=vyig+k=+f(xi_;) pointFi(x.y;) segment|F;F; ]
T 1 0 1 0 (1,0} 01 0 1 0 (1,0)
IENETRE 1.1 0.1 1.1,0.1) 0.14 1 0.9 0.1 (0.9, -0.1) 0.14
4| 0 | 2 1.2 0.19 {1.2,0.19) 0.14 2 0.8 0.21 (0.8,-0.21) 0.15
T h 3 1.3 0.27 (1.3, 0.27) 013 3 0.7 -0.34 (0.7,-0.34) 0.16
T 01 4 14 0.35 (1.4, 0.35) 0.13 4 0.6 -0.48 (0.6, -0.48) 017
7 5 1.5 0.42 (1.5, 0.42) 012 5 0.5 -0.65 (0.5, -0.65) 0.19
s | 6 1.6 0.49 (1.5, 0.49) 0.12 6 0.4 20.85 (0.4, -0.85) 0.22
o | 7 17 0.55 (1.7, 0.55) 0.12 7 0.3 141 (0.3,-1.1) 0.27
? 8 1.8 0.61 (1.8, 0.61) 012 g 0.2 -1.43 (0.2,-1.43) 0.35
T 9 1.9 0.67 (1.9, 0.67) 0.11 9 0.1 -1.93 (0.1,-1.93) 0.51
? 10 2 0.72 (2,0.72) 0.11
13| 1 2.1 077 (21,077) 0.11
|14 | 12 2.2 0.82 (2.2,082) 0.11
? 13 2.3 0.86 (2.3, 0.86) 0.11
? 14 24 0.91 (2.4, 0.91) 0.11 /\_y/
? 15 2.5 0.95 (2.5, 0.95) 0.11 >
E 16 26 0.99 (2.6, 0.99) 0.11 ~ uath - Iyese

19 17 27 1.03 (2.7,1.03) 0.11 N
? 18 2.8 1.06 (2.8, 1.06) 0.11 QVK_V
7 19 2.9 1.1 (2.9,1.1) 0.11
? 20 3 113 (3,1.13) 0.11
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)
yo=f

le graphique précédent en saisissant ’équation réduite de T . Sauvegarder votre travail .

1
1-4 Ecrire une équation de la droite 7' tangente & C; en son point M0< ( )) soit My (0> puis compléter page 6 / 8
Zo

f étant dérivable en 1, la courbe Cy admet en son point My d’abscisse 1 une droite tangente 7" dont une équation est :

y = f(zo) + f'(z0)[x — x0] avec xg = 1 s0it T : y = f(1) + f'(1)[z — 1] .
1 1 AT

Or: f(1) =ya, =05 f/(x) = = done /(1) = 1 =1 g
€ 1 >m.alh ly‘céc(

Par conséquent : T : y = f(1) + f'(1)[x — 1] devient T : y =0+ 1 x (z — 1) soit ) K¢

I_\FL —~\/
. . 1 1.5 \/A
Pout tracer T on utilise les points M 0 et P

0.5

1.2 1 5
]
M droite tangente T & ¢, en M,

1
0.9 1

0.8 1 -
07| Ppoint connu pour %;

0.6 1
0.5 Mo (U)

0.4

’ avec un pas de 0.1
sur l'intervalle [1,3]

0.3
0.2
0.1

o

-0.2 o
0.1

T .

32 3.4

-0.2
avec un pas de —0.1

sur l'intervalle [0.1,1]

-0.3 1
0.4
-0.5 1
-0.6
0.7
-0.8 1
-0.9 1

-1
-1.1 1

1o un tracé approché de %, sur l'intervalle [0.1, 3]

-1.3 4
i Jf définie sur |0, 4-o0o[ par
-1.5 4
-1.6 4

-1.7 1

f(1) =0etV x €]0,+oo[, f'(z) = %

-1.8 4
-1.8 4
-2

quelques remarques :

Vous venez de donner une allure approchée trés voisine de la courbe représentative de la fonction logarithme népérien .

Cette fonction , qui est étudiée en TS , est définie sur I'intervalle |0, +o00[ et correspond a la touche de la calculatrice .
L’image d’un réel x strictement positif par la fonction logarithme népérien est notée In(x) ou encore inz . L’'image du réel 1
par la fonction logarithme népérien vaut 0 soit : In(1) =0 .

La fonction logarithme népérien posséde , par exemple , la particularité de transformer une multiplication en une addition

car elle vérifie cette propriété fondamentale : YA7
A

A
i
) > math - lycée <

7

pour tous réels a et b strictement positifs : In(a x b) = In(a) + In(b) ‘

\ s
) . Ve /
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Question 2 : la fonction f est définie sur R par : f(0)=1et Vx € R, f'(z) = f(x) page 7 / 8

Encore une situation nouvelle qui n’est pas au programme de 1¢"°S : on connait une valeur prise par f et une relation

liant la fonction f avec sa fonction dérivée f’.

0)=1
La méthode d’Euler permet d’obtenir , par exemple , un tracé approché de la fonction f définie sur R par : £(0)
Ve € R, f'(z) = f(z)
2-1 : Que devient la relation : y; = y;—1 + h f'(z;_1) pour cette fonction £ ? y; = y;—1 + hf(xi—1) = vi—1 + hyi—1 = vi—1(1 + h)

Que peut-on dire de la suite (y;)ien ? son premier terme est yo = f(0) = 1 . Le mode récurrent définissant la suite (y;);en est

{ yo=f(0)=1

. . Ce mode récurrent permet d’affirmer : (y;);en est une suite géométrique de raison 1+ h . Comme
Vie N,y; =yi—1(1+h) p (Yi)ien g q

suite géométrique de premier terme égal a 1, la suite géométrique (y;);en est la suite des puissances entiéres de sa raison 1+ h .

2-2 — Tableur : changer A2 en 0 et A4 enl ; effacer toutes les données numériques et recopier ce qui est ci-dessous

als] ¢ | D [ e | F lef[m[r] & | K | L | l |
1] % i x=xg+ih Y= i ? pointE(x; y;) segment[EE,] kK | i 5=%p+0k  ¥i= eerriinnnnn ? pointFi(x.y;) segment| FF;y4]
2 ] 0 0 1 (0, 1) 010 0 1 (0, 1)
3 Yo
4 |1 /\_;f
wE 2 <
5 n >rmlh chCs'(
6 | 041 ) {

o | " v

En utilisant 2-1 , compléter les cellules D1 et K1 : y; = y;—1(1 + h) et donc : D3 = D2« (14 $A%$6) ; K3 = K2 (1+ $H$2)

2-3 colonnes B & F : tableau de valeurs permettant d’obtenir un tracé approché de Cy sur I'intervalle [0, 2] avec un pas h de 0.1 .
2-4 colonnes I & M : Compléter la Ligne 3 du tableur de maniére analogue aux définitions des cellules B3 a F3 . Réaliser ensuite
un tableau de valeurs permettant d’obtenir sur l'intervalle [—2,0] un tracé approché de Cy avec un pas k négatif de —0.1 .

La réunion des segments [E;E;11] et [F;F;;1] permet d’obtenir un tracé approché de Cy sur I'intervalle [—2, 2] avec un pas de 0.1.
Ce tracé approché de Cy apparait comme le prolongement sur [ — 2, 2] de la représentation graphique de la suite des puissances

du nombre 1.1 ( 1.1 : valeur de 1+ h lorsque h vaut 0.1 ) .

A |8l e | o | e | Foofelwl]f o | S Mo

1 % i xi=xp+ih yi=yi_4(1+h)| pointE(x. y) segment[EE] k| i x=xp+ik  yi=yi4(1+k) pointFi(x,y;) | segment[FF;,]
|2 | 0 0 0 1 {0, 1) 01 0 0 1 {0, 1)
IEn Yo 1 0.1 1.1 (0.1,1.1) 0.14 1 0.1 0.9 (-0.1, 0.9 0.14
4] 1 2 0.2 1.21 0.2,1.21) 0.15 2 0.2 0.81 {-0.2,0.81) 0.13
5 | h o3 0.3 1.33 0.3,1.33) 0.16 3 0.3 0.73 {-0.3,0.73) 0.13
6 | 01 4 0.4 1.46 (0.4, 1.46) 017 4 0.4 0.66 (-0.4,0.66) 0.12
7] 5 0.5 1.61 (0.5, 1.61) 0.18 5 05 0.59 (-0.5,0.59) 0.12
s | 6 0.6 177 (0.6,1.77) 0.19 6 0.6 0.53 (-0.6,0.53) 0.12
| o | 7 0.7 1.95 (0.7, 1.95) 0.2 7 07 0.48 (-0.7,0.48) 0.11
10 | 8 0.8 214 (0.8, 2.14) 0.22 8 0.8 0.43 (-0.8,0.43) 0.11
| 11| 9 0.9 2.36 (0.9, 2.36) 0.24 9 0.9 0.39 (-0.9,0.39) 0.1
12| 10 1 2.59 {1,2.59) 0.26 10 A 0.35 {1, 0.35) 0.11
13 | 11 14 2.85 (1.1, 2.85) 0.28 11 A4 0.3 {-1.1,0.31) 0.11
B 12 1.2 3.14 (1.2,3.14) 0.3 12 1.2 0.28 (1.2,0.28) 0.1
15 | 13 13 3.45 (1.3,3.45) 0.33 13 1.3 0.25 (-1.3,0.25) 0.1
16 | 14 14 3.8 (1.4,3.8) 0.36 14 1.4 0.23 (-1.4,0.23) 0.1
|17 | 15 15 448 (1.5,4.18) 0.39 15 15 0.21 (-1.5,0.21) 0.1
18 | 16 1.6 459 (1.6,4.59) 0.43 16 1.6 0.19 (-1.6,0.19) 0.1
19 | 17 1.7 505 (1.7,5.05) 0.47 17 A7 0.17 (-1.7,047) 0.1

20 18 1.8 5.56 (1.8, 5.56) 0.52 18 1.8 0.15 {-1.8,0.45) 0.1
|21 | 19 1.9 6.12 (1.8,6.12) 0.56 19 1.9 0.14 {-1.9,0.44) 0.1
|22 | 20 2 6.73 (2,6.73) 0.62 20 -2 0.12 (-2,012) 0.1
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0
1-4 Ecrire une équation de la droite 7" tangente & Cy en son point M0< x;( )) soit My <1) page 8 / 8
Yo = J (%o

f étant dérivable en 0 , la courbe C

admet en son point My d’abscisse 0

une droite tangente 7' dont une A (A, [P T AT G e

) math- yose(” 62

équation est : & o : sur l'intervalle [—2, 2] o]
Q\r‘ :2 avec un pas de 0.1
y = f(xo) + f'(z0)[z — zo] avec zg =0 f définie sur R par : :; sur lintervalle [1,2]
soit 7' y = £(0) + f(0) [z — 0] fl)=1etvzeR, flo)=f@) -
soit T : y = f(0) + «f'(0) 4f,
Or: £(0) =y, = 13 F1(0) = £(0) =1 =
Par conséquent : 2:
T:y=f(0)+zf(0) devient Z: il

T:y=1+zxx1soit|T:y=x+1 1:
avec un pas de —0.1

quelques remarques : sur l'intervalle [-2,0]

Vous venez de donner un tracé approché

de la Courbe représentative de la, fOHCtiOl’l 24 22 -2 -8 -6 -14 12 -1 08 06 -04 -02,,]0 02 04 06 08 1 12 14 18 18

appelée fonction exponentielle .

Cette fonction , également étudiée en TS | est définie sur R et correspond & la touche e” (shi ft ) de la calculatrice .
L’image d’un réel quelconque z par la fonction exponentielle est notée exp(x) ou e* . L’'image du réel 0 par la fonction
0 1

exponentielle vaut 1 soit : exp(0) = e =1 ; 'image du réel 1 par la fonction exponentielle est notée e soit : exp(l) =e' =e;

une valeur approchée du nombre e est : e ~ 2.7183 . Cette fonction exponentielle a la particularité de transformer une addition

en une multiplication car elle vérifie cette propriété fondamentale : ’pour tous réels a et b : exp(a + b) = exp(a) X exp(b) ‘

Observer l'allure des représentations
¥ ) graphiques des fonctions In et exp sur

I’écran de votre calculatrice en faisant

; s
Met M’ symétriques tracer simultanément :

S parrapport a A :y=x
> y=lnz;y=e’;y=x
Dans un repére orthonormal ces deux

courbes sont symétriques par rapport

a la droite d’équation : y =z . Cela

traduit la propriété suivante :
Yz € ]0, +00]
vyeRrR 7

Pour exprimer cette propriété , on dit que

In(1) =0 = In(x) & = = exp(y)

y = In(x)
les fonctions exp et In sont réciproques

I'une de l'autre .
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